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前  言

本教材是魏岗、关晖2016年出版的《流体力学基础与应用》一书的修订版，主要

对全书进行了图表规范和勘误。原教材是在 杨增普 、魏岗等1995年出版的《流体力

学》一书基础上，结合多年教学实践，以及学科在大气、海洋等应用领域的发展需求，

编著而成。

流体力学应用于大气和海洋科学已有100多年的历史。一方面，流体力学学科

面临重大的发展机遇，传统的理论方法、现代实验技术和先进CFD（计算流体动力

学）技术与工程及军事应用领域的相互融合对学科发展提出了更高要求；另一方面，

流体力学课程教学面临着严峻挑战，尤其是军队院校人才战略工程正在由学历教育

为主向任职教育为主转变，使得实际课堂教学课时压缩、知识消化理解周期变短，传

统课程教学模式面临适应新转变的改革。为此，流体力学课程教材必须在体系和内

容上做出相应的调整，在确保“基本概念、基本理论、基本技能”的教学质量前提下，要

求在内容编排上更加科学合理、叙述精练准确，有利于读者自主学习和教师因材

施教。

作为针对大气和海洋科学类本科教学基础教材，本书保持了原版的经典，兼顾了

取材针对性、学科系统性和内容科学性，着重阐述流体力学的概念、原理和方法，做到

突出基础、强调应用和注重实践。新版教材对传统结构体系进行了调整，将每章内容

分为基础篇、应用例和实践题三个部分，每个部分具有相对独立性和可扩展性。基础

篇阐述流体力学的知识点，应用例为对应主要知识点的典型例题，实践题为应用例的

实践练习题。教学过程中，可根据不同专业对流体力学知识的需求，在各自部分增减

相应内容。本书也可作为其他专业师生和工程科技人员的教学参考书。

全书共分为六章：第1章绪论，第2章流体运动学基础，第3章理想流体动力学

基础，第4章流体涡旋运动基础，第5章流体波动理论基础，第6章黏性流体动力学

基础。此外，每章结束都编写有本章小结，便于读者对本章基本要求的把握。新版教



材的学习需要具备微积分、矢量分析、线性代数、微分方程和复变函数论等数学基础

知识，此外，还要用到张量和正交曲线坐标系概念。为方便阅读，已将矢量分析、笛卡

儿张量和正交曲线坐标系的基本内容以附录形式编入本书，书末还列出了名词索引。

教材的修订主要由魏岗完成。关晖副教授负责第2章和第4章的修编，研究生

杜辉、张原铭和陈祥瑞以及气象和海洋专业部分本科学员参加了书稿的录入工作，在

此表示感谢。

限于作者水平，加上时间仓促，书中存在不当和谬误之处，恳请专家与读者批评

指正。

作 者

2017年11月
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第1章 绪 论

流体力学是力学的分支，是一门基础性强、应用性广的学科。本章首先阐明流体
力学的研究对象和研究方法，然后讨论流体连续介质模型、流体黏性和可压缩性，最
后介绍流体力学的发展简史。

1.1 流体力学研究对象和研究方法

1.1.1 流体力学研究对象

地球表面71%覆盖着海水，它是一种液体；整个地表覆盖着一层空气，空气是由
多种气体混合而成的。液体和气体是自然界中人们最具感性认识的两类物质，它们
具有共同的性质———易流动性，故统称为流体。所谓易流动性，是指当液体和气体处
于静止时不能抵抗切向力。在切向力的作用下，液体和气体将发生任意大的变形，直
到切向力消失为止。这种不断变形的运动称为流动。正是由于流体的易流动性，所
以流体没有固定的形状。

与流体不同的另一类物质是固体，它对外力的响应则是采取另外一种形式，即当
切向力作用于固体时，固体在弹性限度范围内将发生相应的形变以产生切向应力来
抵抗外力，使之达到平衡状态，所以固体具有一定的形状。例如钢铁、岩石和玻璃等
都是固体，它们在常温下都具有一定的形状。

流体和固体这两种有着完全确定而又互不相同力学性质的物质构成了力学的两

大分支学科，即流体力学和固体力学。力学是研究客观实体的宏观机械运动及其相
互作用规律的一门学科，顾名思义，流体力学是研究流体机械运动规律以及流体与流
体、流体与固体之间相互作用规律的一门学科。

必须说明，流体和固体之分并不是绝对的。实际上，有些物质如某些树胶、油漆
等，长期静置后会呈现固态的性质，如果加以摇晃或搅拌，又会显示出流动性；更有甚
者，某些高分子聚合物会同时呈现流体和固体双重力学的特性，于是就有了黏弹性体
和黏塑性体等概念，出现了黏弹性力学和黏塑性力学等新变形体的力学分支。

流体力学与经济建设、国防生产以及日常生活有着密切的联系。例如，研究大气
和海洋的运动，可以做好天气和海洋预报，以便为农业、渔业、航空和航海等服务；研
究各种飞行体和水面及水下物体的运动，了解它们的气动和水动力学性能，可以设计



出阻力小、稳定性高的飞机、导弹、船舰和潜艇等；研究河流、渠道和各种管路内的流
动，掌握它们的运动规律，可以获得耗能少、安全性高的工程设计。此外，油气田的开
发、地下水的利用、机械的润滑、动力设备的改进等，都与流体力学密切相关。近半个
多世纪以来，流体力学与其他学科相结合，形成了许多新的边缘学科，大大地充实和
扩展了流体力学的研究和应用领域。

1.1.2 流体力学研究方法

流体力学的研究方法分为四个方面：现场观测、实验室模拟、理论分析和数值
计算。

现场观测方法是对自然界固有的流动现象或已有工程的全尺寸流动现象，利用
各种仪器进行系统观测，从而总结出流体运动的规律，并借以预测流动现象的演变。
例如，天气、海浪等现象的观测和预报，舰船在海洋中航行的各种设计指标的实际效
果等，都是通过现场观测进行的。由于现场流动现象的发生往往不能控制，发生条件
几乎不可能完全重复出现，会影响到对流动现象和规律的研究；此外，现场观测常常
要花费大量物力、财力和人力。

实验室模拟方法是通过建立实验室，使实际流动现象能在完全相同或相似条件
再现，以便观察和测量。自然界有些流动现象难以靠理论计算解决，而有些则不可能
完成原型实验（成本太高或规模太大）。模型实验是指根据理论指导，把研究对象的
尺度改变（放大或缩小），利用模型实验所得数据，再用相似理论换算出原型数据。实
验室模拟可以对发生或没有发生的现象（如待设计的工程、机械等）进行观察，使之得
以再现或改进。流体力学离不开实验，尤其是对流动新现象的认识，它能够揭示新现
象的特点和主要趋势，有助于形成概念，还可检验新理论的正确性。

理论分析方法是根据流体运动的普遍规律，如质量守恒、动量守恒、能量守恒等，
利用数学分析的手段，研究流体的运动，解释已知的现象，预测可能发生的结果。理
论分析的关键步骤如下：通过对流体物理性质和流动特性的科学抽象，提出合理的力
学模型；再根据机械运动的普遍规律，建立控制流体运动的完备方程组，将具体的流
动问题转化为数学问题；在相应的定解条件下求解。理论分析方法的关键在于建立
力学模型，并能运用数学方法求出理论结果，达到揭示流体运动规律的目的。

数值计算方法是通过计算机对流体力学中的控制方程进行数值求解。数值研究
的一般过程为：采用各种离散方法，如有限差分法、有限元法、有限体积法、边界元法、
谱分析法等，建立各种数值计算模型，编制计算程序，通过计算机对控制流体运动的
数学物理方程（多为偏微分方程）进行数值计算和数值试验，再将计算结果与实验室
实验或理论解析结果比较，最终获得定量描述流场的数值解。数值计算方法的优点
是能够计算理论分析无法求解的流动问题，能够对许多实验室模拟无法完成的实验

2 流体力学基础与应用



进行数值模拟，且十分经济。但数值计算方法毕竟是一种近似求解方法，适用范围受
数学模型的正确性、计算精度和计算机性能等的限制。数值计算方法已成为流体力
学现代分析手段中发展最快的方法之一，并已发展成专门的分支学科———计算流体
力学。

解决流体力学问题时，现场观测、实验室模拟、理论分析和数值计算几方面是相
辅相成的。实验需要理论指导，才能从分散的、表面上无联系的现象和实验数据中得
出规律性的结论。反之，理论分析和数值计算也要依靠现场观测和实验室模拟给出
物理图案或数据，以建立流动的力学模型和数学模式；最后，还须依靠实验来检验这
些模型和模式的完善程度。此外，实际流动往往异常复杂（例如湍流），理论分析和数
值计算会遇到巨大的数学和计算方面的困难，得不到具体结果，只能通过现场观测和
实验室模拟进行研究。

1.2 流体连续介质模型

处于流体状态的物质无论是液体还是气体，都是由大量的、不断地做无规则热运
动的分子所组成。例如，在标准状况下，一个立方厘米的气体包含2.7×1019个分子，
分子的有效直径约为10-8cm，通过简单计算不难得出，所有分子的体积之和约为十
万分之一立方厘米。可见分子间存在着间隙，且间隙尺寸大于分子本身，它导致流体
物理量在空间分布的不连续性。同时，由于分子的随机运动，还导致任一空间点上流
体物理量对时间的不连续性。所以从微观的角度来看，流体内部是不连续的，流体的
物理量分布在空间和时间上也是不连续的。

流体力学并不研究个别分子的运动，而是研究流体的宏观特性，即大量分子的统
计平均特性。它所讨论的流动特征尺度往往比分子平均自由程（例如，作为气体分子
运动的尺度，在标准状况下空气分子的平均自由程约为6.3×10-6cm）大得多，用仪
器测量或用肉眼观察到的流体结构和运动明显地表现出连续性。所以，在流体力学
中完全有理由把所研究的流体看成是连绵不断的连续物质，称为连续介质。

所谓连续介质模型就是把流体抽象为大量流体质点所组成的介质，这些流体质
点一个挨着一个，充满着流体所占有的空间而没有任何间隙。也就是说，流体力学认
为流体是由连续分布的流体质点所组成。

流体质点指的是微观上充分大、宏观上充分小的分子团。一方面，流体质点的尺
度和所讨论问题的特征尺度相比较已足够微小，从宏观上来看，完全可以将它看成是
无体积的质点；另一方面，每个流体质点在微观上又是充分大，包含很多分子，从而都
具有对大量分子运用统计方法才能表征出来的宏观物理量，如密度、温度等，为了建
立流体质点的确切概念，接下来观察一个实验结果。

3第1章 绪 论



取包含点C（x，y，z）的微体积元Δτ，体积内的流体质量为Δm，则体积元中的平
均密度为

-ρ=Δm
Δτ

图1.1 流体密度随体积的变化

为了确定点C处的流体密度，应该尽
量缩小微体积元Δτ。现在的问题是：
所取微体积元究竟能小到什么程度？
取不同大小的 Δτ，测量其中的质量

Δm，计算出平均密度-ρ，图1.1表明了
平均密度-ρ 随微体积元 Δτ的变化
情况。

从图中曲线可知，Δτ向 Δτ′逐渐
收缩过程中，其平均密度逐渐趋近一个稳定的极限值ρ。但是，当Δτ收缩到比Δτ′更
小时，Δτ内的分子数目已经很少，由于分子无规则运动，随机进入和飞出的分子数不
能随时保持平衡，从而引起平均密度-ρ的涨落现象，即随时间发生不规则变化，不再
存在一个确定值。由此可见，Δτ′是一种特征体积，它是Δτ的极限值，流体在某点处
的物理特性，实质上是包含该点的微体积元Δτ′内大量分子的统计平均特性，把体积
为Δτ′的分子团称为流体质点。这样，流体质点的密度就可以定义为

ρ= lim
Δτ→Δτ′

Δm
Δτ

它就是流体质点所在位置C（x，y，z）处的密度。由于Δτ′很小，宏观上相当于一个
点，即体积为零，因而流体质点的密度又可以表达为

ρ=lim
Δτ→0

Δm
Δτ

上述两种表达式是等价的。以上讨论对于其他物理量也适用。
综上所述，流体的连续介质模型要求所讨论问题的特征长度要远大于流体质点

的特征长度，而流体质点的特征长度又必须大于分子运动的特征长度。对于气体，引
入分子平均自由程-λ和流动的特征长度L 之比，并称之为克努森（Kundson）数，记为

Kn，即

Kn=
-λ
L

只要满足Kn≪1，气体的连续介质模型就成立。从表1.1可以看出，当取特征长度

L=10cm时，对于50km左右的高空，大气的连续介质模型一般是成立的，至于更
高的高空，由于分子平均自由程比较大，Kn不能保持远小于1，大气就不能再看作是
连续介质，而是非连续的稀薄气体。不过，如果研究的是大范围问题，例如特征长度
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L取106m，那么即便是150km高空的大气，也可以视为连续介质。所以连续介质是
一个具有相对意义的概念。

表1.1 不同高度层大气的Kn数

海拔高度（km） -λ（cm） Kn

0       ＜10-5       ＜10-6

50       ～10-2       ～10-3

100        10       ～1

150        104       ～103

200        107       ～106

连续介质模型的引入将大量离散的分子运动问题转化为连续分布的流体质点问

题，因而在每个空间点和每个时刻都有确定的物理量，这就提供了流体物理量连续分
布的可能性。在连续介质模型的基础上，假定流体物理量是空间位置和时间的连续
可微函数，只有在个别点、线和曲面上允许不连续。由这一假定所得到的结果与实验
结果相吻合。因此，可以充分利用数学分析工具来研究流体的运动。所以，连续介质
模型及上述假定是流体力学中最根本的假定，本书所讨论的结果都是以连续介质模
型为前提的。

1.3 流体黏性和可压缩性

除了前面提到的流体易流动性外，真实流体还具有黏性、扩散性、热传导性及可
压缩性。黏性、扩散和热传导都是分子的输运现象，其中动量输运表现为黏性现象，
质量输运表现为扩散现象，能量输运表现为热传导现象，三种现象具有相似的宏观特
性和微观结构。这里着重讨论流体的黏性和可压缩性。

1.3.1 黏性

图1.2 黏性现象

前面已经讲过，流体在静止时不能承受切向力，但是当流体内部相邻两层间发生
相对运动时就会出现相互约束作用的切向应力来抵抗相对运动，快的一层给慢的一
层以拉力，而慢的一层给快的一层以阻
力。流体的这种抵抗两层流体相对运动
的性质称为黏性。

可以通过牛顿黏性实验来进一步研

究流体的黏性应力（又称黏性力）。如图

1.2所示，两块相距为d的平板间充满均
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匀的真实流体。下板固定不动，上板在力F的作用下平行于下板运动。实验发现，
当上板速度增加到某一数值U 后就不再增加，最后上板以速度U 做匀速直线运动，
表明上板一定受到一种与拉力F等值反向的阻力作用。这种阻力就是由于流体黏
性而产生的。

随着上板以速度U 运动，由于黏性，与上板接触的一层流体黏附在上板上，而与
下板接触的一层流体黏附在下板上。由于黏性应力存在于两板之间各流体层，其速
度自下而上由零变到U，呈线性分布，即

u=U
dy

从而

du
dy=U

d
实验发现，作用力大小F与上板面积A 之比F/A与速度梯度du/dy成正比。即

F
A =μ

du
dy

显然，平板每单位面积上所受到的黏性应力必与F/A数值相等，也等于流体内部的
相邻两层流体之间的黏性应力。1686年，牛顿（Newton，1643—1727）根据实验得
出：流体黏性切应力与垂直于流体运动方向的速度梯度成正比。这就是著名的牛顿
黏性定律，其数学表达式可写成

pyx =μ
du
dy

（1.1）

式（1.1）中的比例系数μ称为动力黏性系数，简称黏度系数，其单位是（Pa·s）。下标
“yx”表示应力分量pyx的作用面元法向为正y轴、作用方向沿正x轴。

牛顿黏性定律是在二维线性层状流速场中建立的，对于一般流动的黏性应力问
题，将在第6章讨论。历史上把符合牛顿黏性定律的流体称为牛顿流体，一般的气体
和分子结构简单的液体都可以看作牛顿流体。具有复杂分子结构的流体，如蜂蜜、果
酱、沥青、树胶和动物血液等，大都不遵从牛顿黏性定律，它们被称为非牛顿流体。

式（1.1）中黏度系数μ是对黏性大小的一种量度，它与运动性质无关，取决于流
体的物理性质和状态。同一种流体的黏度系数随温度而变化，与压力大小无关。对
于液体，当温度升高时，黏度系数μ减小；气体则相反，它的黏度系数随着温度升高而
增大。这是因为流体黏性一方面是由于分子间的相互吸引力所致，另一方面是分子
做无规则运动引起动量输运的结果。对于液体来说，分子间的相互吸引力这一因素
是主要的，随着温度的升高，分子间的吸引力减小，因而黏性减弱，黏度系数减小；对
于气体，则分子无规则运动引起动量输运这一因素是主要的，随着温度升高，无规则
运动加剧，动量输运量增大，故气体的黏性随之增大。
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在流体力学中，还经常用到运动黏性系数，它定义为

ν= μ
ρ

（1.2）

单位是m2·s-1。
真实流体都是有黏性的，由于黏性的存在，给流体运动的研究带来了很大的困

难。然而在很多问题中，黏性的存在对运动的影响很小，在这种情况下，往往忽略流
体的黏性，当作完全没有黏性的流体来处理，这种完全没有黏性（μ=0）的流体称为
理想流体。应该强调指出，真正的理想流体在客观实际中是不存在的，它只是真实流
体在某种条件下的一种近似模型。

同一种流体能否作为理想流体，需视具体问题而定。根据牛顿黏性定律，黏性应
力的大小取决于黏度系数μ和速度梯度。对于同一种流体，温度的变化不大时，黏度
系数μ可视为常数。在速度梯度大的区域（如紧靠壁面），黏性应力比较大，不能忽略
黏性；而速度梯度小的区域，则可忽略黏性的影响，当作理想流体处理。

1.3.2 可压缩性

流体在外力作用或温度改变等因素影响下，其体积或多或少都要有所改变，当质
量一定时，流体的密度也随之有所变化。在受到外力作用或温度改变等条件下，流体
的体积或密度可以改变的性质称为流体的可压缩性。

真实流体都具有可压缩性。液体的可压缩性很小，例如水在10℃时，每增加一
个大气压，体积减小只不过是原来体积的二万分之一。因此，一般情况下可以不考虑
液体的可压缩性。但是对于某些特殊的问题，例如水中爆炸问题，则必须考虑液体的
可压缩性。气体的可压缩性比液体大得多，所以在一般情况下，应该考虑气体的可压
缩性。但是如果压差比较小，气体运动速度小于声速，则气体的密度变化很小。例如
气象上研究空气的运动，即使是12级的台风，空气密度的变化也不超过2%。所以，
气象上将大气看成是一种不可压缩流体。

根据上面的讨论可知，真实流体都是可压缩的，但对于液体和压差较小且低速流
动的气体而言，由于密度变化小，均可近似看作是不可压缩的。因此，流体力学中根
据流体的压缩性，将流体区分为可压缩流体和不可压缩流体。

1.4 流体力学发展简史

流体力学的知识起源于人们对自然现象的观察和在生产劳动中的经验。正是人
们从本能地感知到自觉地认知，从粗浅、零散的知识到深入系统的科学，构成了流体
力学发展史所经历的不同阶段。它大致可分为四个阶段，现扼要叙述如下。
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1.4.1 第一阶段———经验科学积累

17世纪中叶以前，是流体力学发展的原始阶段。在这一阶段，人们缺乏系统的
流体力学知识，只是通过朴素直观的思想和具体实践的方法去认识简单情况下的某
些经验规律，从而解决生产及生活中所遇到的问题。这个阶段的数学工具仅限于算
术、代数和简单的几何知识等。

早在史前时期，距今5000～7000年前，我国古人就有“刳木为舟”，这是对浮力最
早的认识。在与自然灾害斗争中，我国夏代（距今约3000年前）有大禹治水疏通江
河。公元前300年，秦朝伟大的水利学家李冰父子修建了至今仍在发挥作用，并为中
外水利学家所敬服的“都江堰”。古希腊著名的科学家阿基米德（Archimedes，公元
前287—公元前212）证明了物体在液体中所受到的浮力等于它所排开液体的重量，
这一结果后来被称为阿基米德原理，迄今仍是流体静力学的基础。古希腊另一位著
名的哲学家和科学家亚里士多德（Aristotle，公元前384—公元前322）在他的著作
《物理学》一书中发表了空气对炮弹具有推动作用的看法，这可能是科学史上最原始
的空气动力学概念的痕迹。

15世纪，意大利文艺复兴时代的代表人物达·芬奇（DaVinci，1452—1519）在他
的著作中谈到水波、管流、水力机械以及鸟的飞翔原理等问题。16世纪到17世纪中
叶，荷兰科学家斯蒂文（S.Stevin，1548—1620），意大利物理学家和数学家托里拆利
（Torricelli，1608—1647），意大利天文学家、力学和哲学家伽利略（Galileo，1564—

1642），法国数学家和物理学家帕斯卡（Pascal，1623—1662）等继承和发展了阿基米
德的工作。斯蒂文把刚体静力学中的普遍方法运用到流体静力学中；伽利略和帕斯
卡的工作则是在流体静力学中应用了虚位移原理；托里拆利以发明气压计而闻名；帕
斯卡发现了静止流体传递压强的规律；帕斯卡继续伽利略和托里拆利的大气压实验，
还发现了大气压随高度的变化。

1.4.2 第二阶段———理论形成与发展

17世纪末叶到19世纪末叶，随着工场手工业向机器大工业发展的需要，许多新
的流体力学问题被提出。例如，如何提高水力发动机的效率以及管道中更快的输运
问题；因航海和贸易的需要，提出与造船有关的流体阻力问题，以及研究炮弹飞行中
的空气阻力等问题。随着这些问题的逐步解决，从而建立和发展了解决流体力学问
题的基本理论和实验方法。

1678年，牛顿利用理论与实践相结合的方法，研究运动物体所受到的阻力，确定
了物体在流体中所受到的阻力的数量关系；牛顿还通过实验建立了流体层之间摩擦
力与流层速度梯度的正比关系，这个关系称为牛顿黏性定律，它迄今仍然是黏性流体
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力学的实验基础。
伽利略、惠更斯（Huygens，1629—1695）、牛顿等人的工作为17世纪中叶后流体

力学的飞跃发展奠定了坚实基础。从那时起，流体动力学开始从个别的，有时是相互
没有关联问题的考虑转到了对特有的定律及方法的系统论述，使它成为力学的独立
分支。

1738年，伯努利（D.Bernouli，1700—1782）首先对孔口出流与变截面管道流动
进行了仔细观察和测量，提出了著名的伯努利原理。差不多同时，法国的皮托（H.
Pitot，1695—1771）发明了至今仍被广泛使用的测量流速的皮托管。1752年，法国科
学家达朗贝尔（D’Alembert，1717—1783）在研究物体阻力时，证明了物体在理想流
体中运动所受到的作用力之和为零，但无法解释这个通常被称为达朗贝尔佯谬的结
果。1755年，瑞士科学家欧拉（L.Euler，1707—1783）在其著作《流体运动的一般原
理》中最先引进了理想流体运动的基本方程组和速度势的概念，指出了有内摩擦力的
实际流体和理想流体的区别，由此阐明了所谓的达朗贝尔佯谬。这些成就使他成为
理论流体动力学的奠基人。

欧拉、伯努利和达朗贝尔等人完成了理想流体动力学发展的重要阶段的工作，使
理想流体的动力学理论达到了几近完善的境地。1781年，法国的拉格朗日（La-
grange，1736—1813）引进了流函数的概念，并首先获得了无黏性无旋转流动所应满
足的动力学条件，并提出求解这类流动的复势方法，进一步完善了理想流体做无旋转
流动的基本理论。流体波动理论的研究始于1781年拉格朗日关于重力流体表面长
波近似理论的研究，波动传播的基本微分方程和波动传播速度的第一个公式都以拉
格朗日命名。在柯西（Cauchy，1789—1857）发表于1815年的论文集中包含了小振
幅波的严格理论。法国的数学、天文学家拉普拉斯（Laplace，1749—1827）以及数学、
力学和物理学家泊松（Poisson，1781—1840）和英国的力学、数学家斯托克斯
（Stokes，1819—1903）等人的工作促进了小振幅波理论的发展。

早在1775年欧拉就证明了可能存在没有速度势的运动。柯西在1815年和拉普
拉斯在1847年分别独立地就涡旋的基本概念做了解释：涡旋是流体元整体的转动角
速度。1845年，德国科学家亥姆霍兹（Helmholtz，1821—1894）引进了一系列有关涡
旋的基本概念，提出了以他名字命名的涡旋第一和第二定理，由此创立了涡旋运动理
论。这一理论对于大气动力学、机翼理论、螺旋桨理论以及其他许多问题的解决起到
了极大的作用。

黏性流体动力学的创立则是由1823年法国的纳维（Navier，1785—1836）和1845
年英国的斯托克斯分别用不同的方法建立了不可压缩和可压缩黏性流体的运动方程

组开始的，其基本方程就是著名的纳维—斯托克斯方程。在此之前，泊肃叶（Poi-
seuille）和哈根（Hagen）分别独立地发表了他们对细圆管中层流流动的实验结果，它
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与斯托克斯获得的理论结果完全一致。
黏性流体在管中运动存在着两种不同的流动状态，即层流和湍流，这是1883年

英国的力学、物理学家和工程师雷诺（O.Reynolds，1842—1912）通过一系列实验后
发现的。他同时总结出从层流到湍流的过渡仅依赖于一个无量纲数———雷诺数。其
实这一结论的得出获益于弗劳德（Froude，1810—1879）和他的儿子罗伯特（Robert，

1846—1924）提出的模型试验，以及瑞利首先建议采用的量纲分析。1895年雷诺又
引进了雷诺应力的概念，并用时均法建立了不可压缩流体湍流运动所满足的方程组。
雷诺的研究为湍流理论研究奠定了基础。湍流理论在气象学、水利学、阻力理论以及
传热等问题上的应用十分广泛且卓有成效。

在黏性流体动力学发展的同时，可压缩气体动力学也得到了发展。1839年文纳
特（Venant）和温切尔（Wentzel）将绝热气体的逸出速度、容器中气体的压强和密度
联系起来。杰出的几何学家黎曼（Riemann）在1860年从理论上证明了在连续气体
中可以产生间断面，这个间断面就是激波。1870年兰金（Rankin）和1887年惠更里
约特（Hugoniot）给出了气体的稠密跳跃（激波）的基本理论，这个理论建立了密度跳
跃前后的压强和密度之间的联系。斯托多拉（Stodola）发现并研究了拉伐尔（Laval）
喷管中形成的激波现象。

1.4.3 第三阶段———近代流体力学发展

从19世纪末到20世纪中叶，流体力学的基础理论已逐渐趋于成熟，许多流体力
学独立分支开始形成。随着计算机的问世，科学和技术日益密切结合，尤其是航空航
天事业的发展使得流体力学取得了迅猛的进展。

19世纪末叶，随着人们对航空兴趣的高涨，机翼理论得到极大发展。俄国科学
家茹科夫斯基（Жуковский）从1889年开始从事航空理论方面的工作，从各种模型的
飞翔实验研究入手，到1892年完成了第一部著作《论鸟的飞翔》；1906年完成的著作
《论附羊涡》奠定了飞机机翼举力的理论基础；1901年利用共角映射法获得了一种理
想翼型，这就是迄今以他名字命名的茹科夫斯基翼型。茹科夫斯基的一系列理论性
论著奠定了理论空气动力学的基础。在这方面从事理论和实验工作的科学家还有迦
僚金（Чапцгин）等人。

1904年，德国物理学家普朗特（L.Prandtl，1875—1953）经过大量的实验提出了
著名的边界层理论。边界层理论指出，可以把黏性很小的流场分成固壁附近的细薄
黏滞层（即边界层），以及远离固壁的几近非黏滞外层，在外层可用欧拉方程及伯努利
方程求解。1921年，普朗特的学生冯·卡门（Von.Karman）提出了求解边界层方程
的动量积分关系式，迄今仍被认为是一种较好的近似方法。边界层理论是具有划时
代意义的理论，这一理论既明确了经典流体力学的适用范围，又较好地解决了运动物
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体受的阻力问题，普朗特本人又被誉为近代力学的奠基人之一。早期利用边界层理
论解决关于大气环流基本问题的是苏联学者柯钦（Коцин，1901—1944）。边界层理
论的结果在飞机、舰船和透平机等制造方面得到了广泛的应用。

20世纪初，随着英国莱特兄弟第一架飞机升空，航空和航天问题对流体力学提
出了更高的要求。20年代到30年代主要的研究侧重于低速流动。40年代以后，喷
气推进和火箭技术的应用，促进了超音速以至高超音速的研究。由于航天的发展对
高空有了新认识，因而发展了稀薄气体力学。同时磁流体力学和等离子力学等新的
流体力学分支也相继建立和发展起来。

流动稳定性理论是近代流体力学发展的重要组成部分。苏联学者开创了该领域
的研究，伯纳得（Benard）、斯托迈尔（Stommel）、泰勒（Taylar）等人分别对热对流的
不稳定性，层结流体的不稳定性，惯性不稳定性等问题做了研究。美籍华裔学者林家
翘、易家训，我国学者周恒等在流动稳定性理论方面都做出了重要的贡献。

20世纪50年代，随着计算机技术以及数值理论和方法的不断完善，许多原来无
法用理论分析求解的复杂流体力学问题有了求得数值解的可能性，这又促进了流体
力学计算方法的发展，并形成了“计算流体力学”这一新的分支学科。值得一提的是，
大气、海洋科学发展的需要极大地促进了高速度、大容量计算机的发展。

1.4.4 第四阶段———现代流体力学发展

从20世纪60年代起至今，流体力学的发展主要有两个方面，一方面是研究难度
大、复杂程度高的问题，如湍流、流动稳定性、涡旋和非定常流等非线性课题；另一方
面是与相邻学科的相互渗透，形成了许多新的分支或交叉学科。例如，研究地球上大
气和海洋这两种流体的大尺度运动，相应地形成了地球物理流体力学；进一步考虑地
球大气和海洋各自特征，又构成了大气动力学和海洋动力学，或称动力气象学和动力
海洋学；还有诸如生物流体力学、多相流体力学、物理-化学流体力学、环境流体力学、
磁流体力学等，所有这些学科都是以流体力学为共同基础的。

这一阶段要特别提到对我国现代流体力学发展具有重要影响的三位科学家，他
们是力学家周培源、现代力学家郭永怀和科学家钱学森。周培源是中国流体力学湍
流理论研究的先驱，20世纪50年代他提出的普适湍流模式理论在国际上得到不断
发展，所提出的湍流涡旋结构理论成功地解释并正确地预言了一些实验结果。郭永
怀在高速空气动力学和爆轰学等理论研究，以及将理论研究成果应用于导弹、宇航和
核爆炸等方面做出了杰出的贡献，他还在磁流体力学、化学流体力学的研究方面做了
大量开创性的工作。钱学森是许多交叉学科和横断性学科的倡导者，他在空气动力
学方面提出了跨声速流动相似律；与他的导师冯·卡门一起提出了高超声速流的概
念，为飞机在早期克服热障和声障提供了理论依据，至今在高亚声速飞机设计中采用
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的公式是以卡门和钱学森名字命名的，即卡门-钱学森公式；此外，他还率先开展了对
稀薄气体力学的研究。

纵观流体力学学科的发展历程不难看到，流体力学所涉及的领域与人们的生活
休戚相关，流体力学发展史上每一个重大问题的突破都极大地推动了社会生产的进
步。今天，尽管流体力学已获得了巨大的进展，但一些重要的基本问题如湍流、涡旋
运动、流动稳定性、非定常流动和非线性水波等均未得到彻底解决，许多的流体力学分
支还处于发展阶段，其他诸如宇航、船舶、海洋工程、机械工程和水利工程等应用技术的
发展都离不开流体力学源源不断提供的新思想、新方法和新成就。流体力学这门古老
而又年青的学科正在焕发出勃勃的生机，吸引着众多流体力学工作者为之奋斗。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

应用例

例1 圆管定常流动的黏性应力
设黏度系数为μ的流体，在半径为R的圆管内做定常流动，流量为Q。圆管截

面上轴向速度分布为

u= 2Q
πR4（R2-r2）

试求圆管截面上的切应力分布τ，壁面切应力τw 和管轴上的切应力τ0。
解：根据牛顿黏性定律，圆管内的黏性切应力分布为

τ=-μ
du
dr

上式负号是因为当径向坐标r增加时，速度u减小。将已知速度分布式代入上式得

τ=-μ
2Q
πR4（-2r）[ ]=4Qμ

πR4r

上式表明在圆管截面上，黏性切应力沿径向为线性分布。在管壁上黏性切应力最
大，即

τw =4Qμ
πR4r

r=R
=4Qμ

πR3

在管轴上黏性切应力最小，即

τ0 =4Qμ
πR4r

r=0
=0

例2 水的可压缩性
海水的密度与压强的关系可用如下经验公式表示：
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p
pa

=3000 ρ
ρa
（ ）7-1[ ]

式中，pa 和ρa 均为标准状态下的值。设海面上水的密度为ρa=1030kg/m3，试求在

10km 海洋深处的海水密度ρ、重度ρg和比重SG。
解：按静水中压强与水深的关系，10km 深处的压强与海面上压强之比约为

p/pa=1000。代入已知压强密度经验公式可得

ρ
ρa

= p/pa+3000
3000（ ）1/7 =1.0417

故10km处

海水密度为 ρ= 1030kg/m3（ ）×1.042=1073kg/m3

重度为 ρg = （1073kg/m3）×9.81m/s2 =10526N/m3

比重为 SG =ρ/ρH2O（4℃）= （1073kg/m3）/（1000kg/m3）=1.07
计算结果表明，在10km海洋深处，压强增加了1000倍，水的密度仅增加4.17%，因
此，在通常情况下可将水视为不可压缩流体。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

实践题

1.下表列出了各海拔高度上空气分子的平均自由程。试分别计算出特征长度为

10m和106m时各高度上的克努森数填于表中，并说明如果讨论150km高度上航

天飞机受到的阻力，能否把空气看成连续介质；如果讨论洲际尺度的大气运动，这一
高度上的空气又是否可以看成连续介质。

海拔高度（km） 空气分子平均自由程（m） Kn（L=10m） Kn（L=106m）

0 10-6

50 10-4

100 10-1

150 102

200 105

2.在如图1.2所示的牛顿黏性实验中，若上板速度U=3m/s，两板间距离d=

0.3m，流动的动力黏性系数μ=10-3Pa·s，密度ρ=0.8g/cm3，试求流体的运动黏

性系数以及下板和上板所受到的黏性切应力。

3.黏度系数为μ的牛顿流体做平行直线运动，其速度分布为

31第1章 绪 论



u=Usin πy
2δ（ ）， v=w =0

求y=δ及y=0平面上的黏性切应力。

4.设空气的黏度系数μ=1.783×10-5Pa·s，空气平行于一平板运动，速度分布
为u=40000（y-164y2），式中，y是距平板的距离，求空气对平板的黏性切应力。

5.一直径为75mm的圆柱体同轴地悬挂在一内径为76.5mm的桶中，在它们
之间的空间中充满着油，圆柱体长为200mm，当圆柱体转速为480r/min时，所需的
力矩是4N·m，设流速沿半径线性分布，求油的黏度系数。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

1.基本概念
（1）流体、流体力学定义，流体力学的基本研究方法。
（2）流体质点概念与流体连续介质模型。
（3）流体模型
理想流体与真实（黏性）流体：黏度系数μ是流体本身的属性，与流体运动状态无

关；液体黏度系数随温度升高而减小，而气体黏度系数随温度升高而增大。运动黏性
系数定义为ν=μ/ρ。

不可压缩流体与可压缩流体：海水和低速运动的大气通常被认为是不可压缩
流体。

2.基本理论
（1）牛顿黏性定律：pyx=μdu/dy，其中下标“yx”表示应力分量pyx的作用面元法

向为正y轴、作用方向沿正x轴。
（2）流体力学发展史：大致分为四个阶段。

3.基本方法
（1）已知速度分布，利用牛顿黏性定律求黏性应力分布和固壁上的黏性应力。
（2）利用已知的速度分布，借助牛顿黏性定律求流体的黏性系数。
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第2章 流体运动学基础

流体运动学是在流体的连续介质假设基础上，从几何观点来研究流体的运动，即
只讨论如何描述流体的运动，而不涉及引起运动变化的原因———力。本章着重介绍
四部分内容：第一，描述流体运动的两种方法及相应的几何表示；第二，流体力学中反
映质量守恒定律的连续性方程；第三，流体微团运动的速度分解定律；第四，五种特殊
流动的复势描述。

2.1 流体运动描述方法与几何表示

在研究流体运动时，首先要解决的问题是用什么方法来描述流体的运动。流体
是连续介质，它的运动与单个质点或刚体的运动有许多不同，因而研究的方法也不完
全相同。描述流体运动的方法有两种，一种是拉格朗日方法，另一种是欧拉方法。

2.1.1 拉格朗日方法

拉格朗日方法是把流体看成是连续分布的宏观质点系，着眼于流体质点，按照质
点力学的方法，分析研究每一个流体质点在运动过程中的位置以及各种物理量（如速
度、密度和温度等）随时间的变化规律。如果掌握了所有流体质点的运动情况，那么
整个流体的运动规律就清楚了。例如，现代天气预报中，通过卫星追踪地球周围的天
气系统，研究它们的发生、发展规律，从而准确地预报天气趋势。又如，在流动粒子图
像处理技术中，通过测量流体中各个示踪粒子的瞬时速度，从而获得整个流场的速度
分布。上述两例都采用了拉格朗日方法的观点。拉格朗日方法是理论力学方法在流
体力学中的自然延续，它将质点力学的研究推广至连续介质。

为了研究每一个流体质点的运动，首先必须描述它们，所以应对每个流体质点予
以标识。拉格朗日给出了标识的方法：在初始时刻t=t0，每一个流体质点都有一个
空间位置，用坐标（a，b，c）表示，它就用来作为流体质点的标识。显然，不同的流体质
点将有不同的（a，b，c）值，同一流体质点的（a，b，c）值不随时间变化。对于空间连续
分布的流体质点，其（a，b，c）也是连续的。在给定每个流体质点的标识后，流体质点
的任意物理量B就可以表示为a，b，c和时刻t的函数，即

B=B（a，b，c，t） （2.1）
自变数a，b，c，t称为拉格朗日变数。当a，b，c固定时，式（2.1）表示某确定流体质点



物理量B随时间的变化规律；当t固定时，该式则表示同一时刻物理量B随流体质
点的不同而变。物理量B既可以是矢量也可以是标量。例如，任意流体质点在空间
的位置矢量r可表示为

r=r（a，b，c，t）
在直角坐标系（x，y，z）中有

x=x（a，b，c，t）， y=y（a，b，c，t）， z=z（a，b，c，t）
当a，b，c固定时，上式表示某确定流体质点的运动规律；当t固定时，上式则表示在
同一时刻各流体质点的位置分布。所以上式描述了所有流体质点的运动情况。

对于确定的流体质点，a，b，c是一组常数，因此，在拉格朗日方法中，如果要求流
体质点物理量B随时间的变化率，只需由式（2.1）对t求偏导数，即

∂B（a，b，c，t）
∂t

（2.2）

例如，要求某确定流体质点的速度，根据速度定义V=dr/dt，但是对于确定的流体质
点，a，b，c是一组常数，因此

V =dr
dt=∂r

（a，b，c，t）
∂t

在直角坐标系（x，y，z）中，有

u=∂x
（a，b，c，t）
∂t

， v=∂y
（a，b，c，t）
∂t

， w =∂z
（a，b，c，t）
∂t

同理，质点的加速度为

a=∂V
（a，b，c，t）
∂t =∂

2r（a，b，c，t）
∂t2

在直角坐标系（x，y，z）中，有

ax =∂u
（a，b，c，t）
∂t =∂

2x（a，b，c，t）
∂t2

ay =∂v
（a，b，c，t）
∂t =∂

2y（a，b，c，t）
∂t2

az =∂w
（a，b，c，t）
∂t =∂

2z（a，b，c，t）
∂t2

2.1.2 欧拉方法

欧拉方法着眼于流体运动空间（简称“流场”）中的固定点，研究在固定空间点位
置上流体的各种物理量随时间变化，以及空间某点移动到相邻点时各物理量随时间
的变化。如果掌握了流动空间每一点的运动情况，则对整个流场的变化规律就清楚
了。气象上广泛应用欧拉方法进行天气预报。例如，在各地设立的气象站，可以将同
一时刻观测到的气象要素迅速报到通信中心，进而绘制成天气图来研究大气的运动，
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做出天气预报。
这里特别指出，不要把空间点与流体质点相混淆。流体运动时，同一空间点在不

同时刻由不同的流体质点所占据，所谓空间各点上的物理量不能理解为这些空间点
所具有的物理量，而是指在该时刻通过各点位置的流体质点的物理量。例如通常说
某时刻南京的气温，是指该时刻流经南京近地面1～2m的空气所具有的温度。

下面着重介绍利用欧拉方法分析流体运动。
（1）物理量场与场函数
在流场的各点处，流体的各种物理量属性并不相同。例如，在大气运动的空间

中，空气在不同位置处的速度、温度和气压等物理量往往是不一样的。采用欧拉方法
来研究流体的运动需要掌握整个流场中各种物理属性的分布情况。通常，将某种物
理量在流场中分布情况的整体叫作该物理量的场。例如，气压场、温度场和速度场等
就是指大气的压强、温度和运动速度等物理量在空间的分布情况。欧拉方法就是把
整个流体运动问题的研究归结为研究各种物理量场的问题，把流体的运动归结为物
理量场随时间的变化。例如，天气预报形势图就是描述某一时刻大气运动主要物理
量的分布情况，即对有关物理量场的描述。天气图的分析，就是对这些物理量场进行
分析，从中找出变化的规律进行天气预报。

物理量有标量和矢量，相应地，物理量场也有标量场和矢量场。温度场、气压场
和湿度场等都是标量场，而速度场和重力场等是矢量场。

在流场中，同一时刻位于不同位置的流体质点的物理量往往是不同的，同一位
置，在不同时刻，其物理量也往往是不同的。所以这些物理量是随位置和时刻不同而
异的，它们是位置坐标（x，y，z）和时刻t的连续函数，称之为场函数。某一种场函数
的数学表达式具体反映出该场函数与位置和时间的函数关系，也就具体反映出该物
理量场的空间分布和随时间的变化。在直角坐标系中场函数的一般数学表达式为

B=B（x，y，z，t）=B（r，t） （2.3）
例如，气压的场函数数学表达式为

p=p（x，y，z，t）=p（r，t）
速度的场函数数学表达式为

V =V（x，y，z，t）=V（r，t）
写成分量式为

u=u（x，y，z，t）， v=v（x，y，z，t）， w =w（x，y，z，t）
自变数x，y，z，t称为欧拉变数。如果t为常数，x，y，z为变数，则B=B（x，y，z，t）表
示某时刻该物理量B的空间分布；若t为变数，x，y，z为常数，则反映某固定空间点
处该物理量随时间的变化规律。

（2）随体导数（质点导数）

71第2章 流体运动学基础



在拉格朗日方法中，流体质点物理量B随时间的变化率可以直接用∂B/∂t来表
示。但是在欧拉方法中，物理量B是x，y，z，t的函数，它对时间t的偏导数只表示在
固定空间点处物理量B 随时间的变化率，而不能确定流体质点的物理量B随时间的
变化率。那么，在欧拉方法中应该如何表示流体质点的物理量随时间的变化率呢？

在流场中，某物理量B的一般函数关系式为B=B（x，y，z，t），式中，x，y，z是独
立变量。但是当着眼于确定流体质点，它的位置坐标（x，y，z）随时间变化，是时间t
的函数，即

x=x（t）， y=y（t）， z=z（t）
那么该流体质点的物理量B应该是时间t的复合函数，即

B=B[x（t），y（t），z（t）] （2.4）
根据复合函数求导，可以得到流体质点的物理量B随时间的变化率为

dB
dt =∂B∂t+u∂B

∂x+v∂B
∂y+w∂B

∂z =∂B∂t+（V·

Δ

）B

= ∂
∂t+V·

Δ（ ）B （2.5）

例如，在欧拉方法中，流体质点的加速度即速度随时间的变化率，表示为

a=dV
dt=∂V∂t+u∂V

∂x+v∂V
∂y+w∂V

∂z= ∂
∂t+V·

Δ（ ）V

其直角坐标系中的分量式为

ax =∂u∂t+u∂u
∂x+v∂u

∂y+w∂u
∂z= ∂

∂t+V·

Δ（ ）u
ay =∂v∂t+u∂v

∂x+v∂v
∂y+w∂v

∂z= ∂
∂t+V·

Δ（ ）v
az =∂w∂t+u∂w

∂x+v∂w
∂y+w∂w

∂z = ∂
∂t+V·

Δ（ ）w
㊣

╭

╰
对于其他物理量随时间变化率，可以用类似方法求得。例如，密度随时间的变化率可
以表示为

dρ
dt=∂ρ∂t+V·

Δ

ρ= ∂
∂t+V·

Δ（ ）ρ
式（2.5）表明了欧拉方法中物理量三种变化率之间的关系。

dB/dt为随体导数或质点导数，它是着眼于确定的流体质点，表示该流体质点运
动过程中所具有的物理量B随时间的变化率。

∂B/∂t为局地导数，它是着眼于确定的空间点，表示流场中某固定位置处的物理
量B随时间的变化率。若流场各点处所有物理量都不随时间变化，这种流场称为定
常流场（或稳定流场），反之称为非定常流场（或不稳定流场）。由于在定常流场中，各
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点物理量不随时间变化，因而∂B（x，y，z，t）/∂t=0，可见，局地导数反映了流场的非
定常性。

（V·

Δ

）B为对流导数或者迁移导数，它表示由于流体运动和物理量分布不均匀
性所引起物理量的变化率。对流导数又可以写成（V·

Δ

）B=V∂B/∂s，其中∂B/∂s代
表沿运动方向单位长度物理量B 的变化量，反映了物理量B沿运动方向分布的不均
匀程度；V∂B/∂s则表示流体质点在单位时间内沿运动方向移动了V 的距离时，由于
物理量分布不均匀性而引起该物理量的变化。

式（2.5）说明了物理量B的随体导数、局地导数和迁移导数三者之间的关系。
城市天气预报常关心的是局地导数，因此应用时常把式（2.5）改写为

∂B
∂t =dB

dt+ - u∂B
∂x+v∂B

∂y（ ）+ -w∂B
∂z（ ）[ ] （2.6）

并称- u∂B∂x+v∂B∂y（ ）为平流导数，称-w∂B∂z
为对流导数。

下面以气温T为例说明局地导数和其他导数的关系（这里暂时忽略对流运动的
影响）。一个台站所处位置气温的变化往往是由两方面的原因引起：一方面是由于空
气的移动，上游冷暖空气对台站温度的影响，这就是平流导数的作用；另一方面是在
空气的移动过程中，由于蒸发、凝结、辐射和传导等因素，要引起空气团本身的温度变
化，其必然直接影响台站的气温，这就是随体导数的作用。所以说，气温的局地变化
是由随体变化和平流变化共同作用的结果，即

∂T
∂t =dT

dt- u∂T
∂x+v∂T

∂y（ ）

图2.1 不可压缩流体变截面定常流动

值得注意的是，不要将∂B/∂t=0
和dB/dt=0相混淆。∂B/∂t=0
仅仅表示流场中各固定空间点

处的物理量B不随时间变化，但
并不意味着流体质点的物理量

B不随时间变化。例如，不可压
缩流体的变截面流动过程中，见
图2.1，如果流场中各点（例如A，B，C点等）的流速不随时间变化，即∂V/∂t=0，这就
是定常流动。但是，流场中各点的流速并不相等，显然VB 就大于VA 和VC，流体质点
由A到B 再由B 到C，其速度都要发生变化，则加速度不等于零。

为了进一步理解局地导数和随体导数的概念，接下来讨论不可压缩流体的数学
表示。根据定义，不可压缩流体其实是指流体质点的密度在运动过程中保持不变。
换言之，对于不可压缩流体而言，密度的随体导数为0，即
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dρ
dt=0 （2.7）

此为不可压缩流体的数学表达式。那么，不可压缩流体是不是一定满足ρ= 常数呢？

dρ/dt=0只表示每个流体质点在运动过程中密度保持不变，但是并不说明流体质点
的密度都彼此相等，故不可压缩流体的密度分布并不一定均匀，所以ρ不一定是常
数。只有在不可压缩及均质（密度均匀分布）的条件下，即dρ/dt=0，同时

Δ

ρ=0时，
利用式（2.5）得∂ρ/∂t=0，密度处处相等且不随时间改变，ρ才是常数。所以，dρ/dt=0
表示不可压缩流体，ρ= 常数表示均质不可压缩流体，两者概念不同。不过在本书中
提到不可压缩流体时，除了特别说明外，都是指均质不可压缩流体。

2.1.3 欧拉变数与拉格朗日变数关系

拉格朗日方法和欧拉方法是从不同观点出发描述同一流动。因此，两种描述方
法是完全等效的，可以从一种描述方法转换到另一种描述方法，现在来说明这一点。

（1）拉格朗日变数表达式变换为欧拉变数表达式
为了从B=B（a，b，c，t）变换到B=B（x，y，z，t），将拉格朗日变数表示的位置函数

x=x（a，b，c，t）， y=y（a，b，c，t）， z=z（a，b，c，t）

求反函数。若函数行列式J=∂
（x，y，z）
∂（a，b，c）=

∂x/∂a ∂y/∂a ∂z/∂a
∂x/∂b ∂y/∂b ∂z/∂b
∂x/∂c ∂y/∂c ∂z/∂c

满足非零和非

无穷大之条件，则由上式可解出a，b，c作为x，y，z，t的单值函数，即

a=a（x，y，z，t）， b=b（x，y，z，t）， c=c（x，y，z，t）
它给出了在时刻t位于（x，y，z）处的流体质点的标志a，b，c，不同的x，y，z，t值对应
不同的流体质点。将该式代入拉格朗日变数表示的物理量B=B（a，b，c，t），就得到
了欧拉变数表示的物理量场函数。

（2）欧拉变数表达式变换为拉格朗日变数表达式
为了从B=B（x，y，z，t）变换到B=B（a，b，c，t），需将x，y，z看作是流体质点在

不同时刻的位置，故x，y，z是一组时刻t的函数，因此，由欧拉变数的速度表示式

dx
dt=u[x（t），y（t），z（t）]， dy

dt=v[x（t），y（t），z（t）]， dz
dt=w[x（t），y（t），z（t）]

积分后可得

x=x（t，C1，C2，C3）， y=y（t，C1，C2，C3）， z=z（t，C1，C2，C3）

其中C1，C2，C3 为三个积分常数，它们可由初始时刻t=t0 的流体质点位置a，b，c决
定，即有

a=a（t0，C1，C2，C3）， b=b（t0，C1，C2，C3）， c=c（t0，C1，C2，C3）
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确定C1，C2，C3，再将其代入前式，即可得到位置的拉格朗日表达式

x=x（a，b，c，t）， y=y（a，b，c，t）， z=z（a，b，c，t）
将上式代入欧拉变数表示的表达式B（x，y，z，t）中，就可得到拉格朗日变数表示的物
理量表达式。

上述描述流体运动的两种方法各有其应用的领域。拉格朗日方法是质点力学的
自然延续，比较直观，流体力学中的一些基本概念的建立，都是从拉格朗日观点出发
的。欧拉方法是流体力学中最常用的方法，因其以流场为研究对象，根据流体的连续
介质假设，在流动区域内场函数是连续可微的（除个别点、线或面外），这就使得在流
体力学中可以利用数学分析的方法研究场函数。此外，实际测量中，跟踪每一个流体
质点了解其物理量及其变化几乎是不可能的，而着眼于流场的观点，测量流场各点处流
体的物理量及其变化则是可能的。因此，在流体力学中，根据物理学普遍定律研究流体
运动规律时，常常用拉格朗日方法，而这些规律的数学表达式则往往采用欧拉方法。

2.1.4 流体运动几何描述方法

拉格朗日方法和欧拉方法是以数学形式分别描述了流体质点的运动和流场随时

间的变化规律。在流体力学中还可以用极其丰富的几何曲线来直观地描述流动的情
况，它们是迹线、流线、脉线和时间线。

（1）迹线
所谓迹线就是流体质点运动的轨迹线，即流体质点在不同时刻运动位置的连线。

例如台风中心移动过程中所行路径就是它的迹线。显然，迹线是拉格朗日方法所对
应的几何图线。迹线特点是：在空间运动的每一个流体质点都有一条迹线，不同的流
体质点有不同的迹线，所有流体质点的迹线构成一个曲线族。

如果流体运动由位置的拉格朗日变数表达式给出

x=x（a，b，c，t）， y=y（a，b，c，t）， z=z（a，b，c，t） （2.8）
它们是流体质点迹线的参数方程。消去t后得到空间两个曲面方程的交线就是迹
线，即流体质点所行的路径线。对于确定的流体质点，方程中a，b，c为确定的常数。
迹线上的点具体描述了该质点在各时刻t所处的位置，对于不同的a，b，c值，就得到
不同流体质点的迹线。

如果流体运动是由速度的欧拉变数表达式表示的，则求迹线方程就是将速度的
欧拉变数表达式转换为位置的拉格朗日变数表达式。

（2）流线
矢量场可以用矢量线来描述。速度场是矢量场，描述速度场的矢量线就是流线。

欧拉方法是研究物理量场的，因此，流线是欧拉方法对应的几何曲线。具体来说，所
谓流线就是在任意时刻t，在流场中设想的一种曲线，该曲线上任一点的切线方向恰
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与该时刻该点的流速方向相吻合。若将流线绘制出来，它就可以形象地描述出流场
中各流体质点在同一时刻的流速分布情况。气象上，常用流线图来直观地描述风场
的分布情况。流线具有如下的特性：①在任意时刻t，通过流场内的任何空间点都有
一条流线，整个流场形成一流线族；②通过流场内的任何空间点，只能有一条流线，反
之，若过空间某点有两条流线，则该空间点的流体质点速度将有两个方向，显然物理
上相矛盾；③流线因时而异，只有在稳定流场中，流线才不变；④在连续流场中，流线
不能中断，它起止于流场的边界或围成封闭曲线，因为流线中断意味着无流体质点，
与连续流场假设矛盾。

根据流线的定义，流线的微分方程为

V×ds=0 （2.9）
式中，ds为流线矢量元，其方向沿流线切线方向。在直角坐标系（x，y，z）中，流线的微
分方程可写为

dx
u =dy

v =dz
w

（2.10）

式中，u，v，w是x，y，z和t的函数，流线是对同一时刻而言的，故t是参量，在积分时
应当作常数处理。通过对方程组式（2.10）积分，得到两个空间曲面的交线就是流线。

此外，流线方程在柱坐标系（R，φ，z）和球坐标系（r，θ，φ）中分别为

dR
vR

=Rdφ
vφ

=dz
vz

（2.11）

和 dr
vr

=rdθ
vθ

=rsinθdφ
vφ

（2.12）

流线和迹线是两个不同的概念。通俗地说，流线是某一时刻给流体运动拍的一
幅照片，直观地表达出速度场在这一时刻的分布；迹线是对某个流体质点的运动进行
追踪的结果，迹线上的点反映该流体质点在不同时刻的位置，故流体质点是沿着迹线
运动而不是沿着流线运动的。一般情况下，流线与迹线不重合，只有在稳定流场中，
两者才重合。下面通过一个简单的实验加以说明。

图2.2 水箱底部小孔射流

图2.2是一个装满水的水箱，侧壁
开了一个小孔，箱顶有一供水龙头，先将
供水龙头旋紧，水从小孔中射出，由于水
面逐渐下降，射流也逐渐下倾，图中L1，

L2 和L3 分别为时刻t1，t2 和t3 的三条

射流线。假定在t1 时刻，把一根丝线放
在射流的A点，则丝线受水的冲动，形成

L1 曲线，此时丝线上各流体点的速度方
向都处在该点处的切线方向上，曲线L1
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就是前面定义的流线。同样，L2 和L3 分别为t2 和t3 时刻的流线。又假定t1 时刻位

于出口处A点的流体质点，在t2 时刻落到A′点，在t3 时刻落到A″点，连接A，A′和

A″三点形成一条迹线AA′A″。可见，在水箱中液面发生变化时，流动是非定常的，即
流线和迹线是不重合的。当打开供水龙头，并保持水箱中液面高度始终为h时，则在
任意时刻射流始终只有一条，即t1，t2 和t3 时刻的流线均为L1。t1 时刻来自出口处A
点的流体质点，在t2 时刻落到B点，在t3 时刻落到C点，迹线始终与流线重合。可见，
在水箱中液面保持不变时，流动是定常的，即流线和迹线相重合。

在流体力学中，还要用到流面和流管的概念，它们是流线概念的延伸。在某时
刻，流场中做一条非流线曲线，过曲线上每一点做一条流线，这些流线在空间就形成
一个曲面，该曲面称为流面，即流面是由流线组成的曲面。若上述所做的非流线是封
闭的，则由此封闭线所做的流面称为流管，即流管是流线所组成的管状曲面。

（3）脉线和时间线
除了迹线和流线外，在流体力学的实验研究中，还要用到脉线和时间线的概念。
将相继经过某一空间固定点的流体质点连成的曲线定义为脉线。如果该空间固

定点是施放染色剂的源或施放示踪粒子的源，则可观察到一条染色线，故脉线也称染
色线。经过烟头或燃香冒出的烟，或经过烟囱冒出的烟，都是脉线的例子。在流动显
示实验中，染色线、烟丝线等显示的流动图像都是脉线。

初始时刻t0 在流场中任取一条线，将t时刻该线上原流体质点运动到新位置上
的连线定义为时间线。时间线也称流体线。如在流动显示实验中用到的氢泡发生技
术、电弧发生技术等，就是利用产生的时间线来观察流动情况或定量测量流动的速
度。显而易见，时间线和迹线密切相关，组成时间线的流体质点，将各自沿该质点的
迹线运动，并与某一时刻各自到达一新的位置，组成另一时间线。因此，时间线的求
法，可以利用迹线的求法来得到。除时间线以外，还可以有时间面和时间体，这不难
从时间线推广得到。

2.2 连续性方程

连续性方程是流体力学的一个基本方程，它是在连续流动的条件下，关于运动流
体质量守恒定律的数学表达式。为了推导连续性方程，首先引入系统和控制体的概
念，并讨论流体系统总物理量的随体导数与控制体内物理量的变化率（局地导数）之
间的关系———雷诺输运公式。

2.2.1 系统和控制体

物理学中已介绍过，系统是由确定不变的物质所组成的体系。系统外的一切称

32第2章 流体运动学基础



为外界，系统的边界是把系统和外界分开的表面，这个表面既可以是真实的，也可以
是假设的。在流体力学中，系统就是指由确定的流体质点所组成的流块。

系统边界有如下特点：①系统的边界随系统一起运动，它可以是刚性的，也可以
产生变形；②在系统的边界上，不存在质量的交换，即流体既不能流出边界也不能流
入边界；③在系统的边界上，可以存在能量的交换以及系统与外界的相互作用。

控制体是指流场空间中的一个固定体积，流体不断地从固定体积流过，其形状和
大小恒定不变，相对于固定坐标系始终是静止的，而控制体内的物质时刻在改变。控
制体的边界称为控制面，它是一个封闭面，其形状和大小也保持不变。

控制面有如下特点：①控制面相对于坐标系始终是静止的；②在控制面上，可以
有质量和能量的交换，即质量和能量可以通过控制面流进或流出；③在控制面上，存
在着控制体外物质与控制体内物质的相互作用。

显而易见，若以系统为对象来研究流体的运动，意味着采用拉格朗日方法；若以
控制体为对象，则意味着采用欧拉方法。

2.2.2 雷诺输运公式

流体力学基本方程是物理学普遍定律在流体力学中的数学表达式。由于这些定
律常以系统为研究对象，来反映系统总物理量（例如，质量、动量和能量等）的变化规
律，因此，有必要讨论系统总物理量的变化率，即随体导数。另一方面，流体力学还广
泛采用了欧拉观点，考虑控制体内物理量的变化率，即局地导数。为此，推导流体力
学基本方程，就需要研究系统总物理量的随体导数与控制体内物理量的局地导数之
间的关系。

在任意时刻t，考虑由封闭曲面σ所包围的体积为τ的流体系统，显然该系统体
积τ与时刻t有关，可记为τ（t）。设η表示单位质量流体的某物理量，它一般是位置
坐标（x，y，z）和时刻t的函数，则系统的总物理量为

Ns =∫τ
ηρdτ （2.13）

式中，ρ是流体的密度，下标s表示是系统的总物理量。例如，如果Ns是系统的总质量

m，即Ns =m，则η=1；如果Ns是系统的总动量K，即Ns =K，则η=V。由于系统
体积τ与时刻t有关，因而系统的总物理量Ns将是时刻t的函数Ns（t）。

根据随体导数的定义，系统总物理量Ns的变化率为

dNs

dt =lim
Δt→0

Ns（t+Δt）-Ns（t）
Δt

（2.14a）

式中，Ns（t+Δt）=∫τ（t+Δt）
ηρdτ，而τ（t+Δt）是t+Δt时刻系统的体积。取控制面CS

与t时刻系统表面重合，从而控制体CV与该时刻系统体积τ（t）重合。把τ（t+Δt）分
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图2.3 系统与控制体

为τ1和τ2两部分，如图2.3所示，其中τ1是从控制

面CS流出的部分，τ2是仍在控制体CV中的部分。
设τ3 是由于系统的移动而从控制面外进入控制体

的流体体积，显然有

τ（t+Δt）=τ1+τ2

=τ1+（τ2+τ3）-τ3

=τ1+τ-τ3

因此

  dNs

dt =lim
Δt→0

Ns（t+Δt）-Ns（t）
Δt

=lim
Δt→0

Nτ1
（t+Δt）+Nτ（t+Δt）-Nτ3

（t+Δt）-Nτ（t）
Δt

=lim
Δt→0

Nτ（t+Δt）-Nτ（t）
Δt +lim

Δt→0

Nτ1
（t+Δt）-Nτ3

（t+Δt）
Δt

（2.14b）

式（2.14b）右端的第一个极限中，Nτ（t+Δt）和Nτ（t）是同一空间区域CV上不同时
刻的积分，因此有

lim
Δt→0

Nτ（t+Δt）-Nτ（t）
Δt =∂NCV

∂t = ∂∂t∫CV
ηρdτ

式（2.14b）右端第二个极限表示单位时间内通过控制面CS净流出的流体物理量，即

lim
Δt→0

Nτ1
（t+Δt）-Nτ3

（t+Δt）
Δt =∮CS

ηρ（V·n）dσ

将它们代入（2.14b），得

dNs

dt = ∂∂t∫CV
ηρdτ+∮CS

ηρ（V·n）dσ

或 d
dt∫τ

ηρdτ= ∂∂t∫CV
ηρdτ+∮CS

ηρ（V·n）dσ （2.14c）

上式表明，如果取控制体CV与某时刻系统体积τ重合，则该时刻系统总物理量变化
率，等于控制体内物理量变化率与单位时间内通过控制面净流出物理量之和。式
（2.14c）称为雷诺输运公式。

2.2.3 连续性方程推导

在流体运动过程中，流场中既无质量源又无质量汇，则在经典力学范围内流体质
量既不会增加也不会减少，这就是流体的质量守恒定律。连续性方程是在连续流动
的条件下，质量守恒定律的数学表达式。下面根据流体质量守恒定律来推导积分形
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式和微分形式的连续性方程。
（1）连续性方程积分形式
在任一时刻t，考虑封闭曲面为σ、所包围体积为τ的流体系统，显然该系统的总

质量为m =∫τ
ρdτ，根据质量守恒定律

dm
dt =0 或  d

dt∫τ
ρdτ=0 （2.15）

这就是流体系统积分形式的连续性方程，它表明系统的总质量不随时间变化。
取控制体CV与t时刻的系统体积τ重合，利用雷诺输运公式（2.14c），取η=1，

则由式（2.15）可得

∂
∂t∫CV

ρdτ+∮CS
ρ（V·n）dσ=0 （2.16a）

或 ∮CS
ρ（V·n）dσ=-∂∂t∫CV

ρdτ （2.16b）

这就是流体控制体积分形式的连续性方程，它表明通过控制面流体质量的净流出率
等于控制体内流体质量的减少率。

（2）连续性方程微分形式
在流体控制体积分形式的连续性方程（2.16a）中，将左端第一项中对时间偏导数

与对空间区域体积分的运算顺序交换，对于第二项利用矢量分析中的高斯公式，则有

∫CV

∂ρ
∂t+

Δ

·（ρV）[ ]dτ=0

由于控制体CV可以任意选取，因而有

∂ρ
∂t+

Δ

·（ρV）=0 （2.17）

利用公式

Δ

·（ρV）=V·

Δ

ρ+ρ

Δ

·V，再根据随体导数定义，则上式可写为

dρ
dt+ρ

Δ

·V =0 或  

Δ

·V =-1
ρ

dρ
dt

（2.18）

方程（2.17）和（2.18）都是微分形式的连续性方程，为了阐明它们的物理意义，这里先
讨论速度散度的物理意义。

根据散度的定义

Δ

·V =lim
τ→0

∮σ
Vndσ

τ =lim
τ→0

∮σ
V·dσ

τ =divV

如果τ是控制体，则V·dσ表示单位时间内通过面元dσ流出控制体的流量（或流体

体积），∮σ
V·dσ表示流出封闭面σ的净流量，所以当着眼于控制体时，divV表示某时

刻某点处流体的相对净流量（或流体体积的相对净流出率）。divV＞0表示有净流
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出；divV＜0表示有净流入。容易理解，div（ρV）表示流体质量的相对净流出率。如

果τ是系统体积，则∮σ
Vndσ表示该系统的体膨胀率，即单位时间内膨胀的体积，所以

当着眼于系统时，divV表示某时刻某点处流体质点的相对体膨胀率。divV＞0表示
流体质点体积膨胀；divV＜0表示流体质点体积收缩。

现在可以来阐明两种微分形式连续性方程的物理意义。方程（2.17）是着眼于流
场空间点来描述质量守恒定律的，它表明：某时刻流场任一点处流体质量的相对净流
出率div（ρV），等于该点处密度的减少率-∂ρ/∂t。方程（2.18）是着眼于流体质点来
描述质量守恒定律的，它表明：某时刻流场任一点处流体质点的相对体膨胀率divV，
等于该流体质点密度的相对减少率-（1/ρ）dρ/dt。

根据不同坐标系中散度的表达式，可以写出连续性方程的不同表达式。例如在
直角坐标系（x，y，z）中，连续性方程（2.18）表示为

∂ρ
∂t+∂

（ρu）
∂x +∂

（ρv）
∂y +∂

（ρw）
∂z =0 （2.19）

在柱坐标系（R，φ，z）中，有

∂ρ
∂t+1

R
∂（RρvR）
∂R +1

R
∂（ρvφ）
∂φ

+∂
（ρvz）
∂z =0 （2.20）

在球坐标系（r，θ，φ）中，有

∂ρ
∂t+1

r2
∂（ρr

2vr）
∂r + 1

rsinθ
∂（ρvθsinθ）
∂θ + 1

rsinθ
∂（ρvφ）
∂φ

=0 （2.21）

2.2.4 两种特殊连续性方程形式

（1）定常流动连续性方程
如果流体做定常流动，即∂ρ/∂t=0，则控制体积分形式的连续性方程（2.16）简

化为

∮CS
ρ（V·n）dσ=0 （2.22）

表明通过控制面流体质量的净流出率等于零。考虑一段流管，取控制面为流管两截
面S1，S2 和侧面Σ所组成的封闭面（图2.4），则由式（2.22）得

∫S1
ρ（V·n）dσ+∫S2

ρ（V·n）dσ+∫Σ
ρ（V·n）dσ=0

  由于在流管侧面Σ上，V·n=0，则有

∫S1
ρ（V·n）dσ+∫S2

ρ（V·n）dσ=0

式中，n是外法向单位矢量。若取法线n1和n2分别沿截面S1和S2的流动方向一侧，
则有
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图2.4 流管中控制体（面）的取法

∫S1
ρ（V·n1）dσ=∫S2

ρ（V·n2）dσ （2.23）

表明单位时间内流进流管的流体质量等于流出流管的流体质量，或单位时间内通过
流管各截面的流体质量彼此相等。如果流管截面很小，可认为同一截面上各点处流
速相同，即

ρ1V1S1 =ρ2V2S2 或  ρVS =const （2.24）

式中，ρ1，V1 和ρ2，V2 分别为截面S1 和S2 处流体的密度和速度。
由式（2.17）可知，定常流动时微分形式的连续性方程为

Δ

·（ρV）=0 （2.25）
表明任一时刻在流场任一点处流体质量的相对净流出率等于零。

（2）不可压缩流体连续性方程
对于不可压缩流体，dρ/dt=0，微分形式的连续性方程（2.18）简化为

Δ

·V =0 （2.26）
上式物理意义容易通过速度散度来理解，所以不可压缩流体运动又叫作无散运动。

对于控制体有

∮CS
（V·n）dσ=∫CV

Δ

·Vdτ=0 （2.27）

表明通过控制面净流出的流量等于零。对于一段流管，式（2.27）变成

∫S1

（V·n1）dσ=∫S2

（V·n2）dσ （2.28）

对于截面很小的流管，则有

V1S1 =V2S2 或  VS =C（t） （2.29）
式中，C（t）是与时刻t有关的常数。式（2.28）和（2.29）表示流管在同一时刻流进的
流量等于流出的流量，或同一时刻通过流管各截面的流量彼此相等。

2.3 流体微团运动

刚体运动可以看成是两种运动的复合：随基点的移动和绕基点的转动。如果选取
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刚体上一点A作为基点，相对于固定坐标系的速度为VA，刚体上任一点P相对于基
点A的位置矢量是r，则点P的速度为V=VA+ω×r，式中，ω是刚体绕基点A转动
的瞬时角速度。

流体运动要比刚体运动复杂，任一流块的运动除了移动和转动外，还有变形运
动，且某时刻刚体转动可用一个角速度来描述，而某时刻流块上各点的旋转往往是各
不相同的。为此，流体力学中取充分小的流块进行分析，这种充分小的流块叫作流体
微团，它是由大量流体质点所组成的、线性尺度充分小的流体团。

2.3.1 流体微团速度分解定理

现在讨论某一时刻t，任一流体微团的运动。在流体微团上任取一个基点M（x，

y，z）及其相邻点M′（x+δx，y+δy，z+δz），它们的速度分量分别表示为

u=u（x，y，z，t）

v=v（x，y，z，t）

w =w（x，y，z，t）
㊣
╭

╰

和  
u′=u′（x+δx，y+δy，z+δz，t）

v′=v′（x+δx，y+δy，z+δz，t）

w′=w′（x+δx，y+δy，z+δz，t）
㊣
╭

╰
将M′点速度分量进行泰勒（Taylor）级数展开，并略去二阶以上的小量，得

u′=u+∂u∂xδ
x+∂u∂yδy+∂u∂zδ

z

v′=v+∂v∂xδ
x+∂v∂yδy+∂v∂zδ

z

w′=w+∂w∂xδ
x+∂w∂yδy+∂w∂zδ

z

㊣

╭

╰

 或  V′=V+D·δr （2.30）

式中，位移δr=
δx
δy
δz

┌

└

┐

┘

，矩阵D=
∂u/∂x ∂u/∂y ∂u/∂z
∂v/∂x ∂v/∂y ∂v/∂z
∂w/∂x ∂w/∂y ∂w/∂z

┌

└

┐

┘

，它的各分量是速度分量

对空间坐标的偏导数，描述了速度场分布的不均匀程度。显然，δV=D·δr是点M′相
对于点M的相对运动速度。为了对此相对速度进行分析，把矩阵D分解为对称矩阵S
和反对称矩阵A之和，即

    D=S+A=Sij +Aij

=

∂u
∂x

1
2
∂u
∂y+∂v∂x（ ） 1

2
∂u
∂z+∂w∂x（ ）

1
2
∂v
∂x+∂u∂y（ ） ∂v

∂y
1
2
∂v
∂z+∂w∂y（ ）

1
2
∂w
∂x+∂u∂z（ ） 1

2
∂w
∂y+∂v∂z（ ） ∂w

∂z

┌

└

┐

┘

+
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0 1
2
∂u
∂y-∂v∂x（ ） 1

2
∂u
∂z-∂w∂x（ ）

1
2
∂v
∂x-∂u∂y（ ） 0 1

2
∂v
∂z-∂w∂y（ ）

1
2
∂w
∂x-∂u∂z（ ） 1

2
∂w
∂y-∂v∂z（ ） 0

┌

└

┐

┘
其中反对称矩阵A的九个分量中只有三个独立分量，记为

ωx = 1
2
∂w
∂y-∂v∂z（ ）

ωy = 1
2
∂u
∂z-∂w∂x（ ）

ωz = 1
2
∂v
∂x-∂u∂y（ ）

㊣

╭

╰

 或  ω= 1
2

Δ

×V = 1
2rotV

可见这三个分量构成的矢量正好是速度旋度的1/2。且有

A·δr=

0 -ωz ωy

ωz 0 -ωx

-ωy ωx 0

┌

└

┐

┘

δx
δy
δz

┌

└

┐

┘
=

ωyδz-ωzδy
ωzδx-ωxδz

ωxδy-ωyδx

┌

└

┐

┘
=ω×δr= 1

2

Δ

×V×δr

将以上结果代回式（2.30），得

V′=V+1
2

Δ

×V×δr+S·δr （2.31）

下面进一步分析将指出，矢量ω=rotV/2描述了流体微团的旋转，而矩阵S描述了
流体微团的形变，称矩阵S为形变率矩阵或形变率张量，而称矩阵A为旋转矩阵或
旋转张量。式（2.31）表示，流体微团上任一点速度V′，等于随基点的平移速度V、绕
基点的转动角速度（1/2）rotV×δr以及相对于基点的形变速度S·δr三者之和。这
就是亥姆霍兹速度分解定理。

2.3.2 流体微团变形

（1）相对线膨胀率（Sii）
考察在xy平面流场中矩形流块ABCD 的运动，如图2.5所示，其边长分别为

δx和δy。为了说明Sxx=∂u/∂x的意义，假定除Sxx≠0外，其余分量均为零。由于
在x方向存在速度梯度，则在δt时间内，矩形ABCD面将运动到A′B′C′D′位置，流
体微团沿x方向的相对线膨胀率（或相对线形变率）为

u+∂u∂xδ
x（ ）δt-uδt

δxδt =∂u∂x=Sxx

用类似方法可以得到y和z方向上的线膨胀率为
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Syy =∂v∂y 
和  Szz =∂w∂z

若同时考虑三个方向的线形变，即

δx+∂u∂xδ
xδt（ ）δy+∂v∂yδyδ

t（ ）δz+∂w∂zδ
zδt（ ）-δxδyδz

δxδyδzδt ≈∂u∂x+∂v∂y+∂w∂z =divV

表明流体微团的相对体膨胀率等于沿三个方向的相对线膨胀率之和，即速度的散度。
这与2.2节中速度散度的物理意义一致。

图2.5 流体微团的线膨胀

（2）角形变率（Sij，i≠j）
考察在xy平面流场中一对正交于M 点的线元MA 和MB，边长分别为δx和

δy，如图2.6a所示。为了说明Sxy=Syx=（∂u/∂y+∂v/∂x）/2的意义，假定除Sxy=
Syx≠0外，其余分量均为零。由于速度分量u和v分别沿y和x 有速度梯度，则在

dt时间内，M 点邻域内的正交线元MA 和MB 分别转过δα和δβ角，即

δα=

∂v
∂xδ

xδt

δx =∂v∂xδ
t 和  δβ=

∂u
∂yδyδ

t

δy =∂u∂yδ
t

定义M 点邻域内流体的角形变率为正交于该点的两线元夹角的瞬时变化率，即

1
2

δα+δβ
δt = 1

2
∂v
∂x+∂u∂y（ ）=Sxy =Syx

称Sxy为角形变率，又称剪形变率。按类似的定义，xz平面和yz平面内的角形变率
分别为

Sxz =Szx = 1
2
∂w
∂x+∂u∂z（ ） 和  Syz =Szy = 1

2
∂w
∂y+∂v∂z（ ）

上述分析表明，张量S描述了流体微团相对线膨胀率和角形变率，所以称它为形
变率张量。S·δr是流体微团邻近点相对于基点的形变速度，由

S·δr=

SxxSxySxz

SyxSyySyz

SzxSzySzz

┌

└

┐

┘

δx
δy
δz

┌

└

┐

┘
=

Sxxδx+Sxyδy+Sxzδz
Syxδx+Syyδy+Syzδz
Szxδx+Szyδy+Szzδz

┌

└

┐

┘
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即可求得形变速度的三个分量，其中，Sxxδx，Syyδy 和Szzδz分别为由流体微团因线
膨胀产生的邻近点相对于基点的膨胀速度分量，而Sxyδy+Sxzδz，Syxδx+Syzδz和

Szxδx+Szyδy分别是由于流体微团剪形变产生的邻近点相对于基点的剪形变速度
分量。

图2.6 流体微团的角形变

2.3.3 流体微团旋转

考察xy平面流场中一对正交线元MA 和MB 的旋转运动，设线元边长分别为

δx和δy，规定逆时针方向的旋转为正，参考图2.6b，则在dt时间内，MA 和MB 绕

M 点旋转角速度分别为

δα
δt =

∂v
∂xδ

xδt

δxδt =∂v∂x 
和  δβ

δt=
-∂u∂yδyδ

t

δyδt =-∂u∂y
（顺时针方向）

定义M 点邻域内流体绕z轴旋转角速度为xy平面内正交于该点的两线元绕该点的
旋转角速度的平均值，即

ωz = 1
2

δα
δt+δβ

δt（ ）= 1
2
∂v
∂x-∂u∂y（ ）

类似地，定义流体在xz平面绕y轴和在yz平面绕x轴的平均旋转角速度分别为

ωx = 1
2
∂w
∂y-∂v∂z（ ） 和  ωy = 1

2
∂u
∂z-∂w∂x（ ）

上述三个分量构成流体微团的平均旋转角速度矢量，即

ω=ωxi+ωyj+ωzk= 1
2

∂w
∂y-∂v∂z（ ）i+ ∂u

∂z-∂w∂x（ ）j+ ∂v
∂x-∂u∂y（ ）k[ ]

= 1
2rotV

所以，rotV×δr/2是流体微团邻近点绕基点的旋转角速度。
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以上分析表明，流体微团是否旋转以及旋转的强弱程度，取决于速度的旋度。通
常又称速度的旋度为涡量，并记作Ω=rotV≡

Δ

×V，显然，涡量等于流体微团平均旋
转角速度的两倍。

2.4 无旋运动和速度势

一般情况下，流体运动是平移、旋转和形变三种运动的复合运动。从本节开始，
讨论几种特殊的运动，它们是无旋运动、不可压缩流体的平面运动和不可压缩流体的
平面无旋运动。本节讨论无旋运动。

2.4.1 速度势引入

如果在任意时刻，流场处处满足

Ω =rotV≡

Δ

×V =0 （2.32）
则称流体的运动为无旋运动。如果条件（2.32）不满足，即流场中

Δ

×V≠0，则称流
体运动为有旋运动或涡旋运动。在第4章中，将专门讨论涡旋运动。

必须注意，这里说的有旋或无旋，仅指流体微团本身有无旋转，而与流体微团移
动的迹线形状无关。从下面的三个例子中，可以做进一步的理解。

图2.7 简单剪切流动的有旋性

（1）简单剪切流动
速度场为

     u=ky， v=0
迹线（流线）方程为

     y= 常数
这是平行于x轴的直线运动，但

Ω =

Δ

×V =-kk≠0
表明流动是有旋的，如图2.7所示。

（2）自由涡流动
速度场为

u=- ky
x2+y2， v= kx

x2+y2

迹线（流线）方程为

x2+y2 = 常数
这是以原点为中心的圆周运动，但

Ω =

Δ

×V =0
表明流动是无旋的，如图2.8所示。
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（3）强迫涡流动
速度场为

u=-ky， v=kx
迹线（流线）方程为

x2+y2 = 常数
这也是以原点为中心的圆周运动，而

Ω =

Δ

×V =2kk
表明流动是有旋的，如图2.9所示。

图2.8 自由涡流动的无旋性

   

图2.9 强迫涡流动的有旋性

可以看出，在简单剪切流动中，流体微团的移动是直线运动，但流动却是有旋的；
在自由涡和强迫涡流动中，流体微团都做圆周运动，但前者是无旋流动，而后者则是
有旋流动。

根据矢量分析，如果V（x，y，z，t）的各分量在一维单连通区域内对x，y，z有连续
偏导数，则当

Δ

×V=0时，有

∮L
V·dl=∬σ

（

Δ

×V）·dσ=0

即沿该区域内任一封闭曲线L的速度环量等于零。由此可知，沿该区域内任意曲线l

的速度环量∫l
V·dl与曲线的路径无关，只与端点的位置和时刻t有关。在指定时刻t，

如果取l的起点为M0（x0，y0，z0），终点为M（x，y，z），则曲线积分为

∫
M

M0

V·dl=∫
M（x，y，z）

M0（x0，y0，z0）
（udx+vdy+wdz）

只与点M的坐标x，y，z和时刻t有关，而与路径无关。也就是说，被积式udx+vdy+
wdz是某一标量场函数φ（x，y，z，t）对空间的全微分δφ，即

δφ=udx+vdy+wdz （2.33）
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式中，∂φ/∂x=u，∂φ/∂y=v，∂φ/∂z=w，于是

gradφ=V 或  

Δ

φ=V （2.34）
总之，如果流体的运动是无旋运动，即

Δ

×V=0，则必存在一个标量场函数φ（x，

y，z，t），使V=

Δ

φ，这个标量场函数φ（x，y，z，t）就称为速度场V的势函数，简称速度
势。无旋运动是速度势存在的充分和必要条件，无旋必有势，有势必无旋，所以无旋
流动又称势流。

由于速度势是标量，因此，无旋流动中引入速度势，会使问题研究简化。已知速
度势φ，利用式（2.33）计算速度场。容易导出在其他坐标系中的表达式为

vR =∂φ∂R
， vφ = 1

R
∂φ
∂φ

， vz =∂φ∂z
（柱坐标系）

vr =∂φ∂r
， vθ = 1

r
∂φ
∂θ

， vφ = 1
rsinθ

∂φ
∂φ

（球坐标系）

2.4.2 速度势性质

（1）同一速度场可以有不同的速度势，它们之间只相差一个与时刻t有关的
常数。

事实上，设φ和φ′都是速度场V的速度势，则有
Δ

φ=V和
Δ

φ′=V。从而
Δ

（φ-φ′）=

Δ

φ-

Δ

φ′=0
表明φ-φ′对空间坐标的偏导数都等于零，于是

φ-φ′=C（t） 或  φ=φ′+C（t）
式中，C（t）是t的任意函数，对确定的t，它是一个常数。由此证明：同一速度场对应的
不同速度势之间只相差一个与t有关的常数。这些速度势（相差一个与t有关的常数）
所求出的速度场是唯一的。

（2）速度势具有可加性，即如果某无旋流动可以看成若干个简单势流的叠加，则
这几个简单势流的速度势之和等于复合运动的速度势。

事实上，设V=V1+V2，且φ1 为V1 的速度势，φ2 为V2 的速度势，即V1=

Δ

φ1 和

V2=

Δ

φ2，则

V =V1+V2 =

Δ

φ1+

Δ

φ2 =

Δ

（φ1+φ2）
表明φ=φ1+φ2 为V的速度势。在实际应用中，往往根据这个性质，把一个比较复杂
的无旋流动，分解为若干个简单势流的叠加，而这些简单势流的速度势是已知的，将
它们相加便得到复杂无旋流动的速度势。

（3）在无旋流场中，某时刻沿任一曲线的速度环量，等于终点与起点处速度势值之差。
将式（2.33）两端沿任意路径从点M0（x0，y0，z0）到点M（x，y，z）积分，得

ΓM0M⌒ =∫
M

M0

V·dl=∫
M

M0

（udx+vdy+wdz）=φ（M，t）-φ（M0，t）（2.35a）
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根据这一性质，已知无旋流场的速度势，求速度环量时不必再计算沿曲线积分，它等
价于求该曲线两端点处速度势值之差。将上式改写成

φ（x，y，z，t）=φ（x0，y0，z0，t）+∫
（x，y，z）

（x0，y0，z0）
（udx+vdy+wdz） （2.35b）

这也是由速度场求速度势的公式，其中M0 处速度势任意选定，右端曲线积分与路径
无关，可选择由平行于坐标轴的直线段组成的折线，以便将曲线积分化为定积分。

（4）流线与等势面（线）正交。

图2.10 流线与等势面正交

事实上，V=

Δ

φ，而根据

Δ

φ的几何
意义，它是沿等势面的法线指向速度势

φ增加的方向，故流线与等势线（面）正
交，如图2.10所示。

（5）在单连通域内，无旋流体的速
度势为单值函数，流线不可能闭合；在
复连通域内，无旋流动的速度势为多值
函数，流线可以闭合。

因为在单连通域内，对于任意封闭
曲线L，利用斯托克斯公式，有

∮L
V·dl=∬σ

（

Δ

×V）·dσ=0

假定上述曲线积分是从点M 开始，沿L一周回到点M，M 作为起点时的速度势值记
为φM，作为终点时的速度势值记为φM′，则

φM′ -φM =∮L
V·dl=0

表明速度势φ是空间点的单值函数。现在假定在单连通域内，流线是闭合的，取L为

此流线，则应有∮L
V·dl≠0，这与前面的结论矛盾。所以单连通域内的无旋流动，流线

不可能闭合。
在复连通区域，如果封闭曲线L是不可收缩的，即不可能找到该区域内的一块曲

面σ张于L上，因而也就不能利用斯托克斯公式证明速度环量∮L
V·dl等于零。也就是

说，在复连通域内，可能存在这样的封闭曲线L，使

∮L
V·dl≠0

因此，在复连通域内流线可以闭合。例如，对于自由涡流动，利用极坐标（r，θ）表示的
速度场为
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vr =0， vθ = k
r

对于以r为半径的圆周Lr（也是一条流线），有

∮Lr
V·dl=∫

2π

0
vθrdθ=2πk

但流动在除原点以外的平面双连通域内是无旋的。

图2.11 平面双连通域

现在仅以平面双连通域为例，讨论速度势
的多值性。如图2.11所示，设有一平面无旋流
场具有内边界L0，可以证明，沿流场中包围L0

的任意封闭曲线的速度环量彼此相等。对于其

中的任意一条封闭曲线L，设速度环量Γ=∮L
V·

dl，M（x，y，z）是曲线L上的任意一点，它作为
起点时的速度势值记为φM，作为终点时的速度
势值记为φM′，则

φM′ -φM =∮L
V·dl=Γ

即每绕包围内边界的任意封闭曲线一周，速度环量增加一个Γ值，若绕n周，则速度
环量为nΓ。说明在双连通域中，速度势是空间的多值函数，它们的差是绕内边界一
周的速度环量Γ的整数倍。

2.4.3 无旋运动连续性方程

由于在无旋运动中存在速度势φ，且V =

Δ

φ，代入连续性方程（2.18），得

1
ρ

dρ
dt+

Δ

2φ=0 （2.36）

方程（2.36）就是无旋运动的连续性方程。如果已知速度场的散度

Δ

·V =F（x，y，z，

t），则有

Δ

2φ=F（x，y，z，t） （2.37）
表明速度势φ满足泊松方程。如果流体是不可压缩的，即

Δ

·V =0，则有

Δ

2φ=0 （2.38）
表明不可压缩流体做无旋运动时，速度势满足拉普拉斯方程，即速度势为调和函数。

2.5 不可压缩流体平面运动和流函数

所谓平面运动，是指任意时刻，流场中各点的速度都平行于某一固定平面，并且
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各物理量在此平面的垂直方向上没有变化。例如，在xy平面内的运动数学上满足

w =0， ∂∂z=0

当流体做平面运动时，只需研究某一平面上的流动规律，即可掌握平行于该平面的所
有平面上的流动规律。对于不可压缩流体的平面运动，可进一步引入一个标量场函
数来进行描述，这个标量场函数就是流函数。

2.5.1 流函数引入

对于不可压缩流体在xy平面的平面运动，连续性方程为
∂u
∂x+∂v∂y=0 或  ∂

（-v）
∂y =∂u∂x

（2.39）

根据格林（Green）定理，上式正是-vdx+udy为某一标量场函数ψ（x，y，t）对空间全
微分的充分和必要条件。也就是说，如果不可压缩流体在xy平面单连通域内做平
面运动，则存在一个标量场函数ψ（x，y，t）使

δψ=∂ψ∂x
dx+∂ψ∂y

dy （2.40）

这个标量场函数ψ=（x，y，t）就称为该不可压缩流体平面运动的流函数。由式
（2.40）可知，流函数ψ与速度分量u，v的关系为

∂ψ
∂x=-v， ∂ψ∂y=u （2.41）

因此，速度场表示为

V =ui+vj=∂ψ∂yj×k-∂ψ∂x
k×i= ∂ψ

∂x
i+∂ψ∂yj（ ）×k=

Δ

ψ×k

=

Δ

×（ψk） （2.42）
上式表明，ψk是无散速度场V的矢量势。容易推导，流函数与极坐标（r，θ）中速度分
量的关系为

∂ψ
∂r=-vθ， 1

r
∂ψ
∂θ=vr （2.43）

由于流函数是标量，在研究不可压缩流体平面运动时引入流函数，可以简化问题。已
知流函数，利用式（2.41）或（2.43）求得速度场。若已知速度场，将式（2.42）沿任意路
径从点M0（x0，y0）到点M（x，y）积分，得

ψ（x，y，t）=ψ（x0，y0，t）+∫
（x，y）

（x0，y0）
（-vdx+udy） （2.44）

由此式求流函数。

2.5.2 流函数性质

（1）同一速度场可以有不同的流函数，但它们之间只相差一个与t有关的常数。
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事实上，如果ψ和ψ′都是平面无散速度场的流函数，则有

∂（ψ-ψ′）
∂x =-v-（-v）=0， ∂

（ψ-ψ′）
∂y =u-u=0

从而ψ-ψ′=C（t），即同一速度场所对应的不同流函数之间只相差一个与t有关的常
数。通常忽略常数项的差别，认为一个确定速度场的流函数是唯一的。

（2）流函数具有可加性，即如果某平面无散流动可以看成若干简单平面无散流动
的叠加，则这几个简单平面无散流动的流函数之和等于复合运动的流函数。

事实上，设平面无散运动速度场V=V1+V2，V1 和V2 均是无散运动，如果ψ1 和

ψ2 分别为它们的流函数，则有

V =V1+V2 =

Δ

×（ψ1k）+

Δ

×（ψ2k）=

Δ

×[（ψ1+ψ2）k]
表明ψ=ψ1+ψ2 是V的流函数。

（3）在平面无散运动中，某时刻通过某一曲线的流量等于该曲线两端点处的流函
数值之差。

如图2.12所示，通过曲线AB 上线元dl的流量为

（V·n）dl·1= [ucos（n，x）+vcos（n，y）]dl= [ucosα+vcos（π2+α）]dl
= （ucosα-vsinα）dl= udy

dl-vdx
dl（ ）dl=-vdx+udy

=δψ
因此，通过曲线AB 的流量是

QAB =∫AB
（V·n）dl=∫AB

-vdx+udy=∫AB
δψ （2.45）

图2.12 通过一段曲线的流量

  （4）等流函数线就是流线。
因为在等流函数线上δψ=0，即-vdx+udy=0，亦即
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dx
u =dy

v
表明等流函数线上的点满足平面运动的流线方程，所以等流函数线就是流线。因此，
已知流函数求流线时，不必再解流线方程，只需令流函数等于常数即可，该常数依所
指定时刻和流线过某空间点的位置而定。

对于不可压缩流体的平面无旋运动，既存在速度势也存在流函数，等势线族和流
线族（等流函数线族）构成一个正交网，称为流网。有了流网图，可以直观地了解流体
的运动情况。

2.5.3 流函数与涡量关系

在xy面的平面流动涡量只有其z 分量，利用流函数ψ和速度的关系，见式
（2.41），有

Ωz =∂v∂x-∂u∂y=-∂
2
ψ
∂x2 -∂

2
ψ
∂y2 =-

Δ

2
ψ 或  

Δ

2
ψ=-Ωz （2.46）

表明流函数的拉普拉斯量等于涡量Ωz 的负值。如果知道涡量场，可以借平面泊松方
程（2.46）求流函数ψ。如果流体的运动又是无旋的，即Ωz =0，则有

Δ
2
ψ=0 （2.47）

表明对于不可压缩流体的平面流动，流函数满足平面拉普拉斯方程，即流函数是调和
函数。

2.6 不可压缩流体平面无旋运动和复势

平面不可压缩流体无旋运动（或平面无散势流），既存在速度势，也存在流函数，
它们组成一个复变函数，称为复势。因此，复变函数的理论在解决平面无散势流的问
题中有着十分重要的应用，可以方便地得出一些重要而有用的结论。

2.6.1 复势引入

平面无散势流，既存在速度势φ，也存在流函数ψ，不妨假定流动是定常的，它们
可以表示为φ=φ（x，y），ψ=ψ（x，y）（如果流动是非定常的，则是指某一指定时刻
的），且两者都是调和函数，即

Δ

2φ=0， 

Δ

2
ψ=0 （2.48）

根据它们各自与速度场的关系，有

∂φ
∂x=∂ψ∂y

， ∂φ∂y=-∂ψ∂x
（2.49）

表明速度势φ（x，y）和流函数ψ（x，y）之间满足柯西-黎曼条件，是一对共轭调和函
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数。根据复变函数理论，它们可以组成一个复变函数

W =f（z）=φ（x，y）+iψ（x，y） （2.50）
它是在流动区域上复变数z=x+iy的解析函数，该复变函数就称为平面无散势流的
复势。显然，如果给出了复势，就容易求得速度势和流函数，也容易确定流动的特征。
一个特定的复势代表特定的平面无散势流，不同的复势代表不同的平面无散势流。
因此，复势是平面无散势流的特征函数。

由于平面无散势流的速度势和流函数满足拉普拉斯方程，根据拉普拉斯方程边
值问题的唯一性定理，在给定边界条件下方程的解是唯一的，因此，一个平面无散势
流的复势完全由其边界条件确定。在实际应用中，一个复变函数W=f（z）是否为一
平面无散势流的复势，只需检查它是否满足流动的边界条件。

2.6.2 平面无散势流

由于复势是平面无散势流的特征函数，因此，可以直接利用复势来研究平面无散
势流。

（1）求速度势和流函数
根据复势定义式（2.50），如果给定某平面无散势流的复势W =f（z），则它的实

部就是速度势，虚部就是流函数，即

Ref（z）=φ（x，y）， Imf（z）=ψ（x，y） （2.51）
然后令φ（x，y）=常数，ψ（x，y）=常数，便得到等势线和流线，它们是两组互相正交的
平面曲线，构成了直观描述该平面无散势流的流网。

（2）求速度
由于复势W=f（z）=φ（x，y）+iψ（x，y）是流动区域上的解析函数，根据复变函

数理论

dW
dz =f′（z）=∂φ∂x+i∂ψ

∂x=∂ψ∂y-i∂φ
∂y

=∂φ∂x-i∂φ
∂y=∂ψ∂y+i∂ψ

∂x
（2.52）

再利用速度与速度势及流函数的关系式（2.49），得

dW
dz =f′（z）=u-iv （2.53）

因速度矢量V 的复势表示为V=u+iv，故式（2.53）表明：复势对复变数的导数等于
速度的共轭值，称之为复速度。所以，用复数表示流场中任意一点的速度可写为

V =u+iv= dW
dz（ ）=f′（z） （2.54）

（3）求速度环量和流量
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设L是流动区域上的任一条曲线，考查复速度dW/dz沿L 的积分

∫L

dW
dzdz=∫L

（u-iv）（dx+idy）=∫L
（udx+vdy）+i∫L

（-vdx+udy）

可以看出，其实部和虚部分别是沿曲线L的速度环量和流量，即

∫L
（udx+vdy）=Γ 和  ∫L

（-vdx+udy）=Q

因此

∫L

dW
dzdz=Γ+iQ （2.55）

Γ+iQ称为沿曲线L的环量，求环量的问题，也就是求复速度dW/dz=f′（z）的积分
问题。

如果L是封闭曲线，复势W =f（z）在L所围闭区域上解析，从而复速度dW/dz=
f′（z）也在该区域上解析，则根据复变函数理论中柯西积分定理，即

∮L

dW
dzdz=∮L

f′（z）dz=0 或  Γ+iQ=0

从而有，Γ=0和Q=0。
如果在封闭曲线L所围区域上，复速度dW/dz=f′（z）除了在有限个孤立奇点

a1，a2，…，an 外均解析，则根据留数定理，有

∮L
f′（z）dz=2πi∑

n

k=1
Resz=akf′（z）

从而

Γ=Re[2πi∑
n

k=1
Resz=akf′（z）]， Q= [2πi∑

n

k=1
Resz=akf′（z）] （2.56）

式中，Resz=akf′（z）表示复速度f′（z）在点ak的留数，即f′（z）在ak的某无心邻域

内洛朗（Laurent）级数展开式中（z-ak）-1 项的系数。
上面仅从运动学角度介绍了利用复势研究平面无散势流的几个问题。在流体力

学中，复变函数理论的应用还很多。在第3章中讨论绕流问题时，还将介绍如何利用
复势来计算流体对物体的作用力和力矩。

2.6.3 几种简单复势

根据速度势和流函数的可加性，容易推断出复势也具有可加性。换句话说，如果
某平面无散势流可以看成若干个简单的平面无散势流的叠加，则这些简单平面无散
势流的复势之和就等于复合运动的复势。在实际应用中，对于一个比较复杂的平面
无散势流，可以猜想它由某几个简单平面无散势流的叠加，假设复合运动的复势等于
这几个简单平面无散势流的复势之和，其结果满足流动的边界条件，则假设就是正确
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的。因此，有必要掌握一些简单的平面无散势流复势的表达式。
（1）均匀流动：W =Az
它是复变数z的线性函数，其中A是复常数。令A =a+ib，z=x+iy，则有

W = （ax-by）+i（bx+ay）
因此，速度势和流函数分别为

φ=ax-by， ψ=bx+ay
从而等势线和流线分别为

y= a
bx+C1， y=-b

ax+C2

其中，C1 和C2 都是任意常数。由此可见，等势线是一族以a/b为斜率的平行直线
（图2.13中虚线），流线是一族以-b/a为斜率的平行直线（图2.13中实线）。

速度场为

V = dW
dz（ ）=-A =a-ib=u+iv

可见，线性函数W =Az表示沿xy平面均匀流动。特别地，如果A=U 是实数，则速
度势为φ=Uy，流函数为ψ=Ux，从而知等势线和流线分别为x=常数和y=常数，
速度场u=U和v=0，它是平行于x轴的均匀流动。

图2.13 均匀流动

  

图2.14 点源（Q＞0）

（2）点源（或点汇）：W = Q
2π

lnz

这里Q是实常数。令z=reiθ，则有

W = Q
2π

ln（reiθ）= Q
2π

lnr+iQ
2πθ

因此，速度势和流函数分别为
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φ= Q
2π

lnr， ψ= Q
2πθ

从而等势线和流线分别为

r= 常数， θ= 常数
由此可见，等势线为一族以原点为中心的同心圆（图2.14中虚线），流线为一族从原
点出发（或汇聚于原点）的射线（图2.14中实线）。

速度场为

vr =∂φ∂r= 1
r
∂ψ
∂θ= Q

2πr
， vθ = 1

r
∂φ
∂θ=-∂ψ∂r=0

可见，当Q＞0时，流线从原点出发；当Q＜0时，流线汇聚于原点。
任取一包围原点的封闭曲线L，则沿L的环流量为

∮L

dW
dzdz=∮L

Q
2π

1
zdz=2πiResz=0

Q
2π

1
z（ ）=iQ

  表明沿L没有速度环量，而Q就是通过曲线L的流量。由于原点z=0是复速度

dW/dz=Q/（2πz）唯一的孤立点，因此，当封闭曲线L不包围原点时，沿L的环流量
为零。原点是流场唯一的源头（Q＞0）或汇穴（Q＜0）。所以，复势所表示的流场称为
点源或点汇流场，而实数Q称为该点源或点汇的强度。

（3）点涡：W = Γ
2πi

lnz=-iΓ
2π

lnz

这里Γ是实常数，令z=reiθ，则有

W = Γ
2πi

ln（reiθ）= Γ
2πθ-iΓ

2π
lnr

因此，速度势和流函数分别为

φ= Γ
2πθ

， ψ=-Γ
2π

lnr

从而等势线和流线分别为

θ= 常数， r= 常数
由此可见，等势线是一族通过原点的射线（图2.15中虚线），流线是一族以原点为中
心的同心圆（图2.15中实线）。

速度场为

vr =∂φ∂r=0， vθ = 1
r
∂φ
∂θ= Γ

2πr
可见，当Γ＞0时，流动沿逆时针方向；当Γ＜0时，流动沿顺时针方向。

任取一封闭曲线包围原点，则沿L的环量为

∮L

dW
dzdz=∮L

Γ
2πi

1
zdz=Γ
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表明通过L没有流量，而Γ就是沿L的速度环量。如果封闭曲线L不包围原点，则沿

L的环流量为零。所以，复势所代表的流场称为点涡流场，Γ称为该点涡的强度。

 

图2.15 点涡（Γ＞0）

  

图2.16 偶极子

（4）偶极子：W =-M
2π

1
z

这是一个反比函数，它表示偶极子流场。所谓偶极子，就是强度相等的点源和点
汇在彼此无限靠近时的叠加。这里M 为偶极矩，定义为M =lim

Δz→0
（Q·Δz），它表示两

个相距Δz、强度Q相等的点源和点汇，当Δz→0时，乘积（Q·Δz）保持不变，故要求

Q应不断增大。
为简单起见，考虑源汇沿x轴分布。由于流场性质不仅与偶极矩M大小有关，而且

与源汇的分布有关，所以偶极矩是有方向的，规定偶极矩的指向为由汇指向源。在源汇
沿x轴分布的情况下，M取值有正负之分，若指向与x轴方向一致则为正值，反之为负
值。为此，在原点（0，0）和点（h，0）处分别设置一个强度为-Q和Q的汇和源，如图2.16
所示，它们的复势分别为

W1 =-Q
2π

lnz， W2 = Q
2π

ln（z-Δh）

偶极矩M ＞0，且M =lim
Δh→0

（Q·Δh）。两者叠加后得

W1+W2 = Q
2π

[ln（z-Δh）-lnz]

因此，偶极子的复势为

W =lim
Δh→0

Q
2π

[ln（z-Δh）-lnz]=lim
Δh→0

Q·Δh
2π

（-1）ln（z-Δh）-lnz
-Δh[ ]

=-M
2π

lim
Δz→0

ln（z+Δz）-lnz
Δz =-M

2π
dlnz
dz

54第2章 流体运动学基础



=-M
2π

1
z

将z=x+iy代入上式，得

W =-M
2π
-z
z-z =-M

2π
x-iy
x2+y2

从而速度势和流函数分别为

φ=-M
2π

x
x2+y2， ψ= M

2π
y

x2+y2

则等势线为

x2+y2 =2C1x 或  （x-C1）2+y2 =C2
1  （C1 是任意实数）

它是一族中心在x轴上的过原点的圆（图2.17中虚线）。
等流函数线（流线）为

x2+y2 =2C2y 或  x2+（y-C2）2 =C2
2  （C2 是任意实数）

图2.17 偶极子流场的流网

它是一族中心在 y 轴上的过原点的圆

（图2.17中实线）。
偶极子的复速度为

dW
dz = M

2π
1
z2 = M

2π
（x-iy）2
（x2+y2）2

所以，速度场为

u= M
2π

x2-y2

（x2+y2）2
， v= M

2π
2xy

（x2+y2）2

速度大小为|V|=|dW/dz|=（M/2π）（1/z2）

= （M/2π）（1/r2），可见，流速大小与距离r2

成反比。流体从原点沿x轴向一方散开，又从

另一方沿x轴汇于原点。图2.17中的箭头所示为M ＞0时的流动方向。
（5）拐角绕流：W =azn（a为常数，n≥1/2）

这是幂函数，令z=reiθ，得

W =arneinθ =arn（cosnθ+isinnθ）
因此，速度势和流函数分别为

φ=arncosnθ， ψ=arnsinθ
首先讨论零流线，即流函数等于零的流线，即

arnsinnθ=0 或  θ=kπ
n

（k=0，±1，±2，…）

它是从坐标原点出发的射线。可以认为流动是α=π/n的角状区域，零流线是该区域
的边界线。在流动区域内，流线应满足
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arnsinnθ=C 或  r= C
a（ ）1/n 1

（sinnθ）1/n

式中，C为任意常数。两条相邻的零流线相当于两个相交的壁面，所以，上述复势代
表相交壁面内的流动。n＞1代表凹拐角区域内的流动；n=1代表均匀流动；n＜1则
代表凸拐角区域内的流动，如图2.18所示。应当指出，n＜1/2无意义，因为不存在
相应的壁面。

图2.18 拐角区域内的流动

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

应用例

例1 用拉格朗日表达式求流体质点的速度和加速度
设流体运动位置的拉格朗日表达式为

x=a+（1+b）t， y=b+ct2， z= （a-b）t+c
式中，a，b，c为常数。试求在t=0时，位于x=1，y=2，z=3处的流体质点的速度和
加速度。

解：先求速度和加速度的一般表达式，有

u=∂x∂t= （1+b）， v=∂y∂t=2ct， w =∂z∂t=a-b

ax =∂u∂t=0， ay =∂v∂t=2c， az =∂w∂t =0

再将t=0和x=1，y=2，z=3代入位置的拉格朗日表达式，求得a=1，b=2，c=3。
最后将a，b，c代入速度和加速度的一般表达式，得

u=3， v=0， w =-1

ax =0， ay =6， az =0

例2 欧拉表达式转换为拉格朗日表达式问题
流体运动速度的欧拉表达式为u=-ωy，v=ωx，w=0。求位置的拉格朗日表达
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式。
解：要转换为拉格朗日变数，须着眼于同一流体质点，将x，y，z看作是流体质点

在不同时刻的位置，则x，y，z是时间t的函数，则有

dx
dt=-ωy， dy

dt=ωx， dz
dt=0 ①

积分第三式得z=c，对第一、二式求导，有

d2x
dt2 =-ωdy

dt=-ω2x， d2y
dt2 =ωdx

dt=-ω2y ②

上述两个常微分方程的解分别为

x=A1cos（ωt+φ1）， y=A2cos（ωt+φ2） ③
式中，A1，A2和φ1，φ2是积分常数，它们由流体质点的初始位置和初始速度决定。假定

t=0时，x=a，y=b，从而dx
dt t=0

=-ωb，dy
dt t=0

=ωa，代入式 ③ 和 ①，有

a=A1cosφ1， b=A2cosφ2 =A2sin π
2+φ2（ ）

b=A1sinφ1， a=-A2sinφ2 =A2cos π
2+φ2（ ）

从而A1 =A2 = a2+b㊣
2和φ1 =φ2+π/2=arctg（b/a）。最后得位置的拉格朗日表

达式为

x= a2+b㊣
2cos[ωt+arctg（b/a）]

y= a2+b㊣
2sin[ωt+arctg（b/a）]

z=c

例3 利用流体质点导数公式预报气温变化
设北京气温为10℃，南京气温为15℃，两地相距1000km，由北京向南京流动

的气流速度为12m/s。若在流动过程中空气温度不变，试问南京气温变化率是多
少？ 若在流动过程中气温变化率是0.1℃/h，南京气温变化率又是多少？

解：取Ox轴由北京指向南京，则有

∂T
∂t =dT

dt-（V·

Δ

）T =dT
dt-u∂T

∂x

因u=12m/s=43.2km/h和∂T∂x≈
15-10
1000 =0.005℃/km，当流动过程中气温不变

时，即dT
dt=0，有

∂T
∂t =-u∂T

∂x =-43.2×0.005≈-0.216℃/h
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表明南京气温平均每小时下降0.216℃。当dT
dt=0.1℃/h时，有

∂T
∂t =dT

dt-u∂T
∂x =0.1-43.2×0.005=-0.116℃/h

表明南京气温平均每小时下降0.116℃。

例4 求流线和迹线
已知平面流场的速度分布为u=x+t，v=-y+t。求：（1）在t=0时刻，过点

（-1，-1）的流线；（2）在t=0时刻，位于（-1，-1）的流体质点的迹线。
解：（1）根据流线方程，得

dx
x+t= dy

-y+t
将上式积分（t看作常数），得

（x+t）（y-t）=C
式中，C是积分常数，将t=0，x=-1，y=-1代入上式得C=1。因此，t=0时刻，过
点（-1，-1）的流线为

xy =1
这是在第三象限的一支双曲线（图2.19中曲线L1）。

图2.19 流线和迹线

（2）将速度的欧拉表达式变换为位置的
拉格朗日表达式，为此将速度表达式改写成

dx
dt=x+t， dy

dt=-y+t ①

两式右端x和y看作是t的函数。在第一式
中，令μ=x+t，得

dμ
dt=μ+1

对上式积分有μ+1=C1et，从而得

x=C1et-t-1 ②
用同样的方法可求得

y=C2e-t+t-1 ③
式②和③中的C1 和C2 是积分常数，将t=0，x=-1，y=-1代入，得C1=C2=0。
因此，t=0时刻，位于（-1，-1）的流体质点的迹线参数方程为

x=-t-1， y=t-1
将以上两式消去t，得

x+y+2=0
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这是过点（-1，-1）且斜率为-1的直线，见图2.19中的直线L2。

例5 连续性方程在一维管道流中的应用
不可压缩流体从半径为R的圆管入口端以均匀速度V0流入管内，经过一定距离

后，圆管内流体的速度完全发展为抛物型分布，即V =Vm 1- r
R（ ）2[ ]，其中r是离

管轴的距离。试求管内流动完全发展为抛物型分布时的最大速度Vm。
解：如图2.20所示，将整个入口段取作控制体，设S1 和S2 分别为圆管入口端截

面和流动完全发展为抛物型分布处的截面。由于流体不可压缩，有

∮CS
（V·n）dσ=0

考虑到管壁无渗透，圆管即是一个流管，则有

∫S1

（V·n1）dσ=∫S2

（V·n2）dσ

式中，左边=∫S1
V0dσ=πR2V0，右边=∫

R

0
Vm 1- r

R（ ）2[ ]2πrdr= 1
2πR2Vm，代入上

式得

Vm =2V0

图2.20 圆管的入口流

例6 利用连续性方程求速度分量问题
在不可压缩流体的平面定常流动中，若速度的径向分量为vr =-Acosθ/r2，式

中，A为常数，求速度的横向分量表达式。
解：根据极坐标系中不可压缩流体的连续性方程

1
r
∂
∂r

（rvr）+1
r
∂vθ

∂θ =0

得 ∂vθ

∂θ =-∂∂r
（rvr）= ∂∂r

Acosθ
r（ ）=-Acosθ

r2

对θ积分，得

vθ =∫-Acosθ
r2（ ）dθ+C（r）=-Asinθ

r2 +C（r）

05 流体力学基础与应用



式中，C（r）是r的任意函数。

例7 利用连续性方程求密度变化规律
设有一平面流场，速度分布为u=0，v=ky。求在t=0时刻，密度为ρ0的流体质

点密度随时间的变化关系。
解：以流体质点为研究对象，研究其密度随时间的变化。根据题设的速度分

布，有

divV =∂u∂x+∂v∂y=k

由连续性方程，得

dρ
dt=-ρdivV =-kρ

积分得 ρ=Ce-kt

利用初始条件t=0时，ρ=ρ0，代入上式确定C=ρ0，于是有

ρ=ρ0e-kt

当k＞0时，流体质点的密度随时间而减小，此时divV＞0，流体质点有体膨胀；反之，
当k＜0时，流体质点的密度随时间而增大，此时divV＜0，流体质点有体收缩。

例8 利用速度分解定理求流体的形变和旋转运动
设有一平面速度场，场中任一点处的速度大小与原点到该点的距离r成反比，方

向垂直于径向，试分析流体的运动。
解：根据已知条件

V = k
r                      

图2.21 自由涡

由图2.21可知速度场为

u=-k
rsinθ=- ky

x2+y2

v= k
rcosθ= kx

x2+y2

这是定常流动。
（1）平移运动
分析M 点邻域内流体的运动，则流体微团的平移速度就是M 点速度

V平移 =VM = -kyi+kxj
x2+y2

容易求得流线（也是迹线）族方程为
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x2+y2 = 常数
它们是以原点为中心的同心圆，表明每个流体微团的移动都是圆周运动，该圆周运动
的速度随距原点距离减小而减小、原点处速度为零。

（2）旋转运动
由于流动是沿xy平面的运动，即ωx =0，ωy =0，且

ωz = 1
2
∂v
∂x-∂u∂y（ ）= 1

2
∂
∂x

kx
x2+y2（ ）-∂∂y -ky

x2+y2（ ）[ ]=0

所以此流场是无旋的，即流体微团本身不旋转。因此，该流场称为无旋涡或自由涡。
（3）膨胀运动

Sxx =∂u∂x= ∂
∂x

-ky
x2+y2（ ）= 2kxy

（x2+y2）2

Syy =∂v∂y= ∂
∂y

kx
x2+y2（ ）=- 2kxy

（x2+y2）2

可见，此流动沿x和y分别有线形变，但divV =∂u∂x+∂v∂y=0，即无体形变。

（4）剪形变运动
对于平面速度场，只有剪形变分量Sxy和Syx，则有

Sxy =Syx = 1
2
∂v
∂x+∂u∂y（ ）=-k x2-y2

（x2+y2）2

表明此流动含有剪形变运动。

例9 两种典型求解速度势的方法
设有速度场：u=x+2y+z+5，v=2x+y+z+3，w=x+y+z-6。证明

流场是无旋的，并求其速度势。
解：（1）证明此流场是无旋的
因为

Ωx =∂w∂y-∂v∂z=1-1=0

Ωy =∂u∂z-∂w∂x =1-1=0

Ωz =∂v∂x-∂u∂y=2-2=0

即涡量Ω=

Δ

×V=0，表明流场是无旋的，因而存在速度势。
（2）求速度势φ

解法Ⅰ，利用公式：φ（x，y，z）=φ（0，0，0）+∫
（x，y，z）

（0，0，0）
（udx+vdy+wdz）
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取如图2.22所示的积分路径OABM，则

φ（x，y，z，t）=φ（0，0，0）+（∫OA
+∫AB

+∫BM
）udx+vdy+wdz

=φ（0，0，0）+∫
（x，0，0）

（0，0，0）
udx+∫

（x，y，0）

（x，0，0）
vdy+∫

（x，y，z）

（x，y，0）
wdz

=φ（0，0，0）+ 1
2x2+5x（ ）+ 2xy+1

2y2+3y（ ）+ xz+yz+1
2z

2-6z（ ）
取φ（0，0，0）=0，得

φ（x，y，z，t）= 1
2

（x2+y2+z2）+2xy+xz+yz+5x+3y-6z

由所给的速度场知流动是定常的，所以速度势φ也与t无关。

图2.22 积分路径

解法Ⅱ，解一阶偏微分方程组

∂φ
∂x=x+2y+z+5 ①

∂φ
∂y=2x+y+z+3 ②

∂φ
∂z=x+y+z-6 ③

由于

Δ

×V =0，这组方程是相容的。由方程 ① 对x积分，得

φ= 1
2x2+2xy+xz+5x+f（y，z） ④

式中，f（x，y）是y，z的待定函数。由上式对y求偏导数，并与方程 ② 比较，有

f′=y+z+3
上式对y积分，有

f（y，z）= 1
2y2+yz+3y+g（z）

将此结果代回式④，得
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φ= 1
2x2+2xy+xz+5x+1

2y2+yz+3y+g（z） ⑤

再对z求偏导数，并与方程③比较，得

g′（z）=z-6
上式对z积分，并略去积分常数，得

g（z）= 1
2z2-6z

代回式⑤，最后得

φ= 1
2

（x2+y2+z2）+2xy+xz+yz+5x+3y-6z

例10 球坐标系中的无旋运动问题

已知无旋运动的速度势为φ=-Q
4π

1
r

，Q是常数。试求：（1）速度场和流线；（2）

过以原点为中心的任一球面的流量；（3）判断流体是否可压缩。
解：（1）速度场和流线
利用球坐标（r，θ，φ），由V =

Δ

φ得速度场为

vr =∂φ∂r= Q
4π

1
r2， vθ = 1

r
∂φ
∂θ=0， vφ = 1

rsinθ
∂φ
∂φ

=0

由球坐标流线方程dr
vr

=rdθ
vθ

=rsinθdφ
vφ

，得流线微分方程组为

dθ=0， dφ=0
积分得

θ=C1， φ=C2

它是由原点出发的射线族。当Q＞0时，vr＞0，表明原点是流场的源头；当Q＜0时，

vr＜0，表明原点是流场的汇穴。这种流场称为空间点源流场。
（2）通过以原点为中心、半径为r的任意球面的流量是

∮σr
Vndσ=∮σr

Vrdσ=∮σr

Q
4πr2dσ=Q

这里Q称为源的强度。
（3）由于

Δ

·V =

Δ

2φ= 1
r2sinθ

∂
∂r

r2sinθ∂φ∂r（ ）+∂∂θsinθ∂φ∂θ（ ）+ 1
sinθ

∂2φ
∂φ

2[ ]
= 1

r2
∂
∂r

r2 Q
4πr2（ ）=0

说明流体是不可压缩的。

45 流体力学基础与应用



  例11 利用流函数求平面不可压缩流动问题
已知平面无散运动的流函数为ψ=ax2 -ay2（a为常数）：（1）证明流场是无旋

的；（2）求流动的速度势φ；（3）画出流场的流网图。
解：（1）根据流函数表达式，有

Ωz =

Δ

2
ψ=- ∂2

∂x2（ax2-ay2）+∂
2

∂y2（ax2-ay2）[ ]
= （2a-2a）=0

表明流动是无旋的，所以存在速度势φ。
（2）利用速度势与速度场的关系以及速度场与流函数的关系，有

∂φ
∂x=u=∂ψ∂y=-2ay ①

∂φ
∂y=v=-∂ψ∂x=-2ax ②

式①对x积分，得

φ=-2axy+f（y） ③
式中，f（y）是y的待定函数。由上式对y求偏导数，并与式②比较，可知f′（y）=0。
从而有

f（y）= 常数
取此常数为零，代入式③，得

φ=-2axy
（3）流线族方程为ψ=常数，等势线族方程为φ=常数，即

x2-y2 = 常数

  这是一族焦点在坐标轴上、以直线y=±x为渐近线的等轴双曲线（图2.23中
实线）。流动方向由速度场确定。当a＞0时，在第一象限，u＜0，v＜0；在第二象限，

u＜0，v＞0；在第三象限，u＞0，v＞0；在第四象限，u＞0，v＜0。流动方向如图2.23
中箭头所示。

xy = 常数
这是一族焦点在直线y=±x上、以坐标轴为渐近线的等轴双曲线（图2.23中虚线）。

例12 极坐标系中的平面不可压缩无旋运动问题
设河水流动是定常且无旋的，试证明在河道弯曲段（视为圆弧，图2.24）河水的

流速与半径r成反比。
解：将河水流动视为不可压缩流体的平面流动，引入流函数，因河水做无旋流动，

流函数ψ满足
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图2.23 流网图

   

图2.24 河道弯曲段

Δ

2
ψ=0 ①

在边界r=R1 和r=R2 处，河水沿河岸流动，所以沿河岸为流线，设在这两条流线上
流函数的值分别为ψR1

和ψR2
，即有边界条件

ψ r=R1 =ψR1
， ψ r=R2 =ψR2 ②

由于河水沿弯道流动，无径向运动，即vr=0，从而∂ψ/∂θ=rvr=0，再考虑流动是定常
的，所以ψ仅是r的函数。代入极坐标表示的方程式①，得

Δ

2
ψ= 1

r
d
dr

rdψ
dr（ ）=0 ③

积分后得

ψ=C1lnr+C2 ④
式中，C1 和C2 是积分常数，利用边界条件式②，有

C1 = ψR2 -ψR1

ln（R2/R1）
， C2 =ψR1lnR2-ψR2lnR1

ln（R2/R1）
因此

ψ= ψR2 -ψR1

ln（R2/R1）
lnr+ψR1lnR2-ψR2lnR1

ln（R2/R1）
从而

vθ =-∂ψ∂r=-ψR2 -ψR1

ln（R2/R1）
1
r

表明河水的流速与半径r成反比，所以弯道内侧的流速大于外侧的流速。

例13 利用复势理论求流体运动问题
证明均匀流与偶极子的叠加式W=U（z+a2/z），式中，U，a为实常数，满足xy
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平面上的无环量绕流x2+y2=a2流动的边界条件：u z→∞ =U，v z→∞ =0，vr r=a=0，
并描绘出零流线特征。

解：流动的复速度为

dW
dz =U 1-a2

z2（ ）
因此，dW/dz z→∞ =U，从而

u z→∞ =U， v z→∞ =0
流函数为

ψ=ImW =Uy 1- a2

x2+y2（ ）=U r-a2

r（ ）sinθ
从而

vr r=a = 1
r
∂ψ
∂θ r=a

=U 1-a2

r2（ ）cosθ
r=a

=0

令ψ=0，零流线方程为

y=0， x2+y2 =a2

这是一条沿x轴线并与圆心在原点、半径为a的圆周线相连的曲线。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

实践题

1.在拉格朗日表示法中，流体质点的位置坐标为

x=aet， y=be-t， z=c
式中，a，b，c均为常数。求：（1）t=0时流体质点的初始位置；（2）t=1时位于（e，e-1，

1）及（1，1，1）的流体质点的初始位置；（3）初始位置为（0，0，0）和（1，1，1）的流体质
点的速度和加速度表达式。

2.已知速度场为V =x2yi-xy2j，求点（3，2）处流体质点的速度和加速度。

3.已知速度场为

u=yzt， v=zxt， w =0
求t=0时点（2，5，3）处流体质点的加速度。

4.海面气压向东以300Pa/180km的变化率下降。在向东以10km/h行驶的
船上测得的气压下降率为100Pa/3h，风速为零。问船驶经某岛时，岛上的气压变化
率是多少？

5.在拉格朗日表示法中，流体质点的位置坐标为

x=aet2/2， y=b（t+1）， z=0
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求速度的欧拉表达式。

6.在欧拉表达式中，流体运动的速度场为

u=x+t， v=y+t， w =0
若令t=0时流体质点的位置坐标为（a，b，c），求速度的拉格朗日表达式。

7.试就下列平面速度场，求流线族方程，并画出流线族图示，式中，k，a，b均为
常数。

（1）u=kx，v=ky；  （2）u=kx，v=-ky；

（3）u=-ky，v=kx； （4）u=bx-ay
x2+y2，v=bx+ay

x2+y2。

8.已知用极坐标表示的平面速度场为

vr =cosθ
r

， vθ =sinθ
r

求流线族方程并画出图示。

9.已知平面速度场为

u=1-y， v=t
求t=1时过点（0，1）的流线及在点（0，0）的流体质点的迹线，并画出流线随时间的变
化和任意指定的若干流体质点的迹线。

10.试判断下列速度场中，哪些满足不可压缩的连续性方程？

（1）u=xyzt，    v=-xyzt2，    w = 1
2z2（xt2-yt）；

（2）u= （x+2y）xt， v= （2x-y）yt， w =0；
（3）u=asin（xy）， v=-asin（xy）， w =0（a为常数））；

（4）vR =- Q
2πR

， vφ = k
aπR

， vz =0（Q，k为常数）；

（5）u=-Ax
y

， v=Aln（xy）， w =0（A为常数）。

11.不可压缩流体做平面定常流动，已知速度x分量为u=ax2+by，式中，a，b为
常数，设y=0时v=0，求速度的y分量v。

12.不可压缩流体做平面定常流动，已知速度x分量和y分量分别为

u=5z， v=-3y
设在坐标原点速度为零，求速度的z分量。

13.试从柱坐标系或球坐标系中的连续性方程出发，导出下列特殊流场的连续性
方程：（1）平面辐射性流动；（2）空间辐射性流动；（3）流体质点都在通过某一直线的平
面上流动；（4）流体质点都做垂直于某固定轴的圆周运动，圆心位于该轴上；（5）流体
质点都在共轴线的圆柱上运动；（6）流体质点都在共轴并有共同顶点的锥面上运动。
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14.流体在截面不均匀的圆管中流动，设在同一截面上速度分布是均匀的。求下
列两种情况下，流体通过直径分别为d1=0.4m，d2=0.2m和d3=0.6m的三个截
面上的速度：（1）流体是不可压缩的，且做定常流动，通过任一截面的流量Q=0.4
m3/s；（2）流体做定常流动，直径为d1 的截面处的流量为Q=0.4m3/s，密度为ρ1，其
他两个截面处的密度分别为ρ2=0.6ρ1 和ρ3=1.2ρ1。

15.求下列平面速度场的散度、涡量、沿x轴和y轴的相对线膨胀率及沿xy平
面的剪形变率，说明流体的压缩性和流动的涡旋性：

（1）u=ay， v=0；
（2）u=-ay， v=ax；

（3）u=- ay
x2+y2 v= ax

x2+y2。式中，a是常数。

16.求下列平面速度场的形变率张量和旋转角速度矢量，说明流体的压缩性和流
动的涡旋性：

（1）u=ax， v=ay， w=axy ；
（2）u=yzt， v=zxt， w=0；

（3）u= x
（x2+y2+z2）3/2， v= y

（x2+y2+z2）3/2， w= z
（x2+y2+z2）3/2；

（4）vR=2k（t）cosθ
r3 ， vθ=

k（t）sinθ
r3 。式中，a是常数，k（t）是t的函数。

17.已知平面速度场为u=3ax2-3ay2，v=-6axy，式中，a是常数，试验证流动
是无旋的，并求速度势及沿从原点到点（2，1）任一曲线的速度环量。

18.设速度场有势，V=

Δ

φ，证明：a=dV
dt=

Δ∂φ
∂t+V2

2（ ），即加速度场也有势。

19.已知平面流场的速度势为φ=a
2

（x2-y2），式中，a是常数。求速度场，验证

流体是不可压缩的，并求流线族的形状。

20.已知平面速度场为u=ax，v=-ay，式中，a为常数。验证流体是不可压缩
的，并求流函数及通过从原点到点（2，1）任一曲线的流量。

21.已知平面流场分布为u=ay，v=ax，式中，a为常数。求速度势、流函数及
复势。

22.已知平面速度场的速度势为φ=a（x2-y2）
（x2+y2）2，式中，a为正的常数。求流函数

及复势。

23.设平面流场的复势为W=（a+ib）lnz，式中，a，b为实常数。试求：（1）速度
场；（2）速度势和流函数，并画出流网图示（当a＞0，b＞0时）；（3）沿包围原点任一封
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闭曲线的环流量。

24.设平面无散势流的复势为W=（1+i）ln（z2+1）+（2-3i）ln（z2+4）+1
z

，试

分析它由哪些基本势流叠加而成，并求沿圆周x2+y2=9的速度环量及通过该圆周
的流量。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

流体运动学是从几何观点出发来研究流体的运动，不涉及作用于流体的力，中心
问题是讨论如何描述和分析流体的运动。

1.基本概念
（1）流体运动的两种分析方法（观点）：拉格朗日方法和欧拉方法，分别着眼于流

体质点和物理量场，对有限体积流体问题，则分别着眼于流体系统和流场控制体。两
种描述方法是等效的，可相互转换。

（2）两种分析方法的几何描述：拉格朗日方法和欧拉方法分别用流体质点的迹线
和流场的流线来描述。此外，脉线和时间线常常用于可视化实际流体的运动。

（3）流体微团旋转角速度矢量与流场涡量关系：2ω=

Δ

×V。
（4）流体微团变形与速度场关系：相对体（线）膨胀率Sij（i=j）；剪形变率Sij（i≠j）。
（5）速度散度divV的两种描述：相对体膨胀率（系统）；相对净流出率（控制体）。
（6）特殊运动描述：引入速度势描述无旋运动，即V=

Δ

φ；引入流函数描述平面不
可压缩流体运动，即V=

Δ

×（ψk）；引入复势描述平面不可压缩流体的无旋运动，
即W=φ+iψ。

2.基本理论

（1）随体导数（质点导数，个别导数）：dB
dt=∂B∂t+（V·

Δ

）B。

（2）雷诺输运公式：d
dt∫τ

ηρdτ= ∂∂t∫CV
ηρdτ+∮CS

ηρ（V·n）dσ。

（3）连续性方程
一般形式：

微分形式：dρ
dt+ρ

Δ

·V =0（拉格朗日描述）； ∂ρ∂t+

Δ

·（ρV）=0（欧拉描述）；

积分形式：d
dt∫τ

ρdτ=0（系统）； ∮CS
ηρ（V·n）dσ=-∂∂t∫CV

ηρdτ（控制体）。

特殊形式：
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不可压缩无旋流动：

Δ

2φ=0；   平面不可压缩流动：

Δ

2
ψ=0；

不可压缩管道流动：V1S1 =V2S2； 定常管道流动：ρ1V1S1 =ρ2V2S2。

（4）速度分解定理：V′=V+1
2rotV×δr+S·δr。

（5）复势理论
基本关系：

φ（x，y）+iψ（x，y）=W； V = dW
dz（ ）； Γ+iQ=∫L

dW
dzdz。

几种基本流动的复势：

① 均匀流动：W =Az；

② 点源（汇）：W = Q
2π

lnz；

③ 点涡：W = Γ
2πi

lnz；

④ 偶极子：W =-M
2π

1
z

；

⑤ 拐角绕流：W =azn（a为常数，n≥1/2）。

3.基本方法
（1）利用已知速度分布V（q1，q2，q3），求形变率Sij、流函数ψ、速度势φ、涡量Ω、环

量Γ、流线方程和迹线方程等物理量场。利用拉梅系数公式，可以写出正交坐标系中
所有物理量场的表达式。

（2）连续性方程应用：例如，利用已知速度分量求另一速度分量；利用速度场求
密度分布。

（3）随体导数应用：例如，求局地变化函数问题。
（4）复势理论应用：利用基本流动的复势叠加描述复杂流动问题；已知复势

W（z），求速度V、流函数ψ、速度势φ、速度环量Γ和流量Q。
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第3章 理想流体动力学基础

流体动力学侧重于研究作用在流体上的力及其与流体运动的关系。本章主要建
立理想流体动力学的基本方程，以及它们在解决一些简单的流体力学问题中的应用。
本章内容分为四部分：第一，研究作用在流体上的力，着重建立应力的概念；第二，建
立积分形式和微分形式的理想流体动力学基本方程，并讨论运动微分方程的首次积
分；第三，理想流体动力学基本方程在解决某些简单流动问题中的应用；第四，讨论流
体的静力平衡问题。

3.1 流体上作用力

取时刻t，流场中任一封闭曲面σ包围的体积为τ的流体作为研究系统，见图

3.1，外界作用在系统上的力可分为质量力和表面力两大类。

3.1.1 质量力

作用在流体系统每一质点上的力称为质量力。例如万有引力、电磁力和惯性力等

都是质量力，对于处在一个微元体内的流体来说，这类力的大小与其质量dm 成正
比，也与其体积dτ成正比，所以这类力又称为体积力。

记F表示单位质量流体所受到的质量力，它一般为空间坐标（x，y，z）和时刻t的
函数，则作用在体积为τ的流体系统上的总质量力为

∫τ
Fρdτ （3.1）

式中，ρ是流体的密度。
如果质量力场是无旋场，即

Δ

×F=0，则必存在一个标量函数U（x，y，z，t）使

F=-gradU =-

Δ

U （3.2a）
即质量力必有势，反之亦然。函数U（x，y，z，t）称为力势函数，简称力势或位势。如
果在直角坐标系中，质量力表示为F=Xi+Yj+Zk，则由式（3.2a）有

X =-∂U∂x
， Y =-∂U∂y

， Z=-∂U∂z
（3.2b）

将质量力仅仅是重力的流体称为重力流体。重力是一种常见的有势质量力，对于重
力流体，若取直角坐标系的z轴竖直向上，则有F=-gk，取z=0处的重力位势为



图3.1 流体系统

零，则任意高度z处的重力位势为

U =∫
z

0
gdz

如果不考虑重力加速度随高度的变化，
则U=gz。

3.1.2 表面力

与流体系统接触的周围流体或固体作

用在系统表面上的力称为表面力。例如压
力和摩擦力等都是表面力。作用在系统表
面一个微面元上的表面力，与面元的面积

dσ成正比，所以表面力又称为面积力。
记n表示流体系统表面任一点M处面元dσ的外法向单位矢量，pn表示作用在该点

处单位面元上的表面力，并称它为点M处以n为法向的面元上的应力矢量（图3.1），则
作用在面元dσ上的表面力为pndσ，而作用在流体系统整个表面σ上的表面力为

∮σ
pndσ （3.3）

应力矢量pn 不仅与点M 的位置有关，而且与受作用面元的法向n有关。注意，这里
下标n只表示受作用面元的外法线方向，不表示应力的方向。一般地，pn 的方向不

一定沿法向n。pn 沿面元法向n的分量用pnn表示，称为法应力；pn 沿面元切向t的
分量用pnt表示，称为切应力。显然

pnn =n·pn， pnt =t·pn

pn 是面元正侧流体对负侧流体作用的应力矢量，则面元负侧流体对正侧流体作用
的应力矢量应记为p-n。根据作用和反作用定律，有

p-n =-pn （3.4）

3.2 理想流体动量方程

理想流体的动量方程是物理学中动量定理在流体中的具体表达式，可以根据动
量定理的一般形式推导出理想流体积分形式和微分形式的动量方程。

3.2.1 理想流体积分形式动量方程

以任一时刻t、任一封闭曲面σ所包围的体积为τ的流体系统为研究对象。设系统
内流体的密度为ρ，速度为V，它们都是空间位置和时刻t的函数，则单位体积流体的
动量为ρV，从而系统的总动量为
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K=∫τ
Vρdτ （3.5）

根据动量定理：流体系统总动量随时间的变化率，等于作用在该系统上所有外力的矢

量和，即dK/dt=∑F。由于作用在流体系统上的外力分为质量力和表面力两类，也

即

∑F=∫τ
Fρdτ-∮σ

pndσ （3.6）

将式（3.5）和式（3.6）代入动量定理中，得

d
dt∫τ

Vρdτ=∫τ
Fρdτ-∮σ

pndσ （3.7）

这就是对理想流体系统积分形式的动量方程。注意，流体系统所占区域τ及其边界σ
与时刻t有关，一般应分别记为τ（t）和σ（t）。

利用雷诺输运公式可以推导出着眼于流体控制体积分形式动量方程。为此，取控
制体CV 与某时刻t的系统体积τ重合，自然控制面CS与该时刻的系统表面σ重合，
利用雷诺输运公式（2.14c），令η=V，则式（3.7）变为

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∮CS
Vρ（V·n）dσ=∫CV

Fρdτ-∮CS
pndσ （3.8）

这就是对控制体的理想流体积分形式动量方程，它表明：控制体内流体动量的变化率
加上通过控制面动量的净流出率，等于作用于控制体内流体的质量力与作用于控制
面上的表面力的矢量和。

3.2.2 理想流体微分形式动量方程———欧拉方程

在控制体积分形式的动量方程（3.8）中，将左端第一项对时间偏导数与对空间积
分的运算顺序交换，得

∂
∂t∫CV

Vρdτ=∫CV

∂Vρ（ ）
∂t

dτ=∫CV
ρ
∂V
∂t+V∂ρ

∂t（ ）dτ
左端第二项利用高斯公式后，可写为

∮CS
Vρ（V·n）dσ=i∮CS

uρ（V·n）dσ+j∮CS
vρ（V·n）dσ+k∮CS

wρ（V·n）dσ

=i∫CV
[

Δ

·（uρV）]dτ+j∫CV
[

Δ

·（vρV）]dτ+k∫CV
[

Δ

·（wρV）]dτ

=∫CV
[ρ（V·

Δ

）V+V

Δ

·（ρV）]dτ

将以上两式相加，并利用连续性方程，得

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∮CS
Vρ（V·n）dσ=∫CV

∂V
∂t+（V·

Δ

）V[ ]ρdτ
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再利用压强梯度的积分关系式∮CS
pndσ=∫CV

Δ

pdτ，将以上结果代入式（3.8），移项

并整理，得

∫CV

∂V
∂t+（V·

Δ

）V-F+1
ρ

Δ

p[ ]ρdτ=0

由于控制体CV的取法是任意的，则有

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p 或  dV
dt=F-1

ρ

Δ

p （3.9）

这就是理想流体微分形式的动量方程，通常又称为欧拉方程。式中，-

Δ

p/ρ称为气压
梯度力，是由于压强分布不均匀而作用在单位质量流体的表面力的合力。式（3.9）表
明，单位质量流体动量的变化率，等于作用于其上的质量力和气压梯度力的矢量和。

利用矢量分析中的公式

Δ

（a·b）= （a·

Δ

）b+（b·

Δ

）a+a×（

Δ

×b）+b×（

Δ

×
a），令a=b=V，有

ΔV2

2（ ）= （V·

Δ

）V+V×（

Δ

×V）

则方程（3.9）第一式又可变成

∂V
∂t+

ΔV2

2（ ）-V×（
Δ

×V）=F-1
ρ

Δ
（3.10）

上式称为兰勃（Lamb）方程，其中引入了涡量Ω=

Δ

×V，在一些问题中，直接利用此
方程会带来方便。

在直角坐标系（x，y，z）中，欧拉方程的分量式为

∂u
∂t+u∂u

∂x+v∂u
∂y+w∂u

∂z=X-1
ρ
∂p
∂x

∂v
∂t+u∂v

∂x+v∂v
∂y+w∂v

∂z=Y-1
ρ
∂p
∂y

∂w
∂t+u∂w

∂x+v∂w
∂y+w∂w

∂z =Z-1
ρ
∂p
∂z

㊣

╭

╰

（3.11）

  在柱坐标系（R，φ，z）中，欧拉方程的分量式为

∂vR

∂t +vR
∂vR

∂R +vφ

R
∂vR

∂φ
+vz

∂vR

∂z -v2
φ

R =FR -1
ρ
∂p
∂R

∂vφ

∂t +vR
∂vφ

∂R +vφ

R
∂vφ

∂φ
+vz

∂vφ

∂z +vRvφ

R =Fφ - 1
ρR
∂p
∂φ

∂vz

∂t+vR
∂vz

∂R +vφ

R
∂vz

∂φ
+vz

∂vz

∂z =Fz-1
ρ
∂p
∂z

㊣

╭

╰

（3.12）

  在球坐标系（r，θ，φ）中，欧拉方程的分量式为
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∂vr

∂t+vr
∂vr

∂r+vθ

r
∂vr

∂θ+ vφ

rsinθ
∂vr

∂φ
-v2

θ +v2
φ

r =Fr-1
ρ
∂p
∂r

∂vθ

∂t+vr
∂vθ

∂r+vθ

r
∂vθ

∂θ+ vφ

rsinθ
∂vθ

∂φ
+vrvθ

r -v2
φcotθ
r =Fθ-1

ρr
∂p
∂θ

∂vφ

∂t +vr
∂vκ

∂r+vθ

r
∂vφ

∂θ + vφ

rsinθ
∂vφ

∂φ
+vrvφ

r +vφvθcotθ
r =Fφ - 1

ρrsinθ
∂p
∂φ

㊣

╭

╰

（3.13）

根据流动不同特点选用不同坐标系，可使问题得到简化。
至此，对于理想流体，已经建立了连续性方程（2.18）和欧拉方程（3.9）。如果进

一步假定流体是不可压缩的，则连续性方程变成

Δ

·V=0，它和欧拉方程构成微分
方程组，在适当的定解条件下，可以求解四个未知量，即三个速度分量u，v，w 和压
强p。

3.2.3 转动参考系中欧拉方程

前面是在惯性参考系中推导的动量方程。对地球上的观察者来说，研究小范围
内流体的运动，可以把流体看作惯性系。但是，地球既绕太阳公转，又绕自身轴自西
向东旋转，平均自转角速度为ω=7.292×10-5s-1，地球公转对地球上流体的运动影
响较小，而地球自转却不能不考虑。特别在研究大气和海洋的大尺度运动时，必须把
地球看作转动参考系。转动参考系是非惯性系。众所周知，在匀速转动的参考系中，
必须引入惯性离心力和科里奥利（Coriolis）力，单位质量物体的动量方程为

dV
dt=∑F-ω×（ω×r）-2ω×V （3.14）

式中，V为物体相对于转动参考系的速度，∑F表示各真实力的矢量和，-ω×ω×r=

ω2R为惯性离心力，-2ω×V为科里奥利力，ω为参考系的转动角速度，r和R分别为
从原点到物体及从转轴到物体的矢径，见图3.2。

对于匀速转动参考系中的理想流体，真实力包括真实质量力和气压梯度力

-

Δ

p/ρ，因此，匀速转动参考系中理想流体的欧拉方程为

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p+ω2R-2ω×V （3.15）

在自转地球上，真实质量力就是地心引力，它与惯性力的合力就是重力，因此自
转地球上理想流体的欧拉方程为

dV
dt=g-1

ρ

Δ

p-2ω×V （3.16）

如果以观察者所在处为原点O1，建立当地直角坐标系，使O1x轴水平向东，O1y
轴水平向北，O1z轴竖直向上指向天顶，由图3.3可知，ω=ωcosαj+ωsinαk，g=-gk
和V=ui+vj+wk，则
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  图3.2 r和R           图3.3 球坐标系和当地直角坐标系

ω×V =
i j k
0 ωcosα ωsinα
u v w

= （ωwcosα-ωvsinα）i+ωusinαj-ωucosαk

从而得方程（3.16）的分量式为

du
dt=-1

ρ
∂p
∂x-2ωwcosα+2ωvsinα

dv
dt=-1

ρ
∂p
∂y-2ωusinα

dw
dt =-1

ρ
∂p
∂z+2ωucosα-g

㊣

╭

╰

（3.17）

如果以地球中心O为原点建立球坐标系（φ，α，r），这里的φ为地理经度，α为纬
度，α与方程（3.13）中θ的关系式为θ+α=π/2，g=-gir，见图3.3，此时

ω×V =

iφ iα ir

0 ωcosα ωsinα
vφ vα vr

= （ωvrcosα-ωvαsinα）iφ +ωvφsinαiα-ωvφcosαir

参考方程（3.13），注意，将sinθ换成cosα，cotθ换成tgα，vθ换成-vα，则得方程（3.17）
的分量式为

dvφ

dt +vφvr

r -vφvαtgα
r =- 1

ρrcosα
∂p
∂φ

-2ωvrcosα+2ωvαsinα

dvα

dt+vαvr

r +v2
φtgα
r =- 1

ρr
∂p
∂α-2ωvφsinα

dvr

dt-v2
φ +v2

α

r =-1
ρ
∂p
∂r+2ωvφcosα-g

㊣

╭

╰

（3.18）
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3.3 理想流体能量方程

流体在运动中，一方面，各部分之间会发生能量交换，这种交换通过做功和传热
的方式来实现；另一方面，各种形式的能量之间也会发生相互转换。流体力学中通常
考虑的是流体宏观运动的机械能与分子热运动的内能之间的转换。流体的能量方程
是物理学中能量转换和守恒定律在流体力学中的数学表达式。下面就根据能量转换
和守恒定律来导出理想流体积分形式和微分形式的能量方程。

3.3.1 理想流体积分形式能量方程

在时刻t，任取一封闭曲面σ所包围的体积为τ的流体系统。设系统内单位质量
流体的内能为e，而V2/2是单位质量流体的动能，则系统的总能量为

E=∫τ
e+V2

2（ ）ρdτ （3.19）

根据能量转换和守恒定律，流体系统总能量随时间的变化率，等于外界对系统做功的
功率W 与单位时间内传入系统的能量Q 之和，即

dE
dt =W +Q （3.20）

由于作用在流体系统上的外力分为质量力和表面力，而质量力对单位质量流体做功
的功率为F·V，在理想流体单位表面积上表面力做功的功率为pn·V=-pn·V，
因此

W =∫τ
F·Vρdτ-∮σ

pn·Vdσ （3.21）

对流体系统传热的方式有两种，即传导和辐射。设单位时间通过系统单位表面积传入

的热量为qλ，对于各向同性流体，根据富里埃（Fourier）热传导定律，即qλ =k∂T
∂n

，式

中，∂T
∂n
是温度沿表面法线方向的方向导数，k为热传导系数。再设通过辐射方式系统

内单位时间、单位质量流体吸收的热量为qR，则

Q=∮σ
qλdσ+∫τ

qRρdτ=∫τ

1
ρ

Δ

·（k

Δ

T）+qR[ ]ρdτ=∫τ
qρdτ （3.22）

式中，q=

Δ

·（k

Δ

T）
ρ

+qR，它是通过传导和辐射两种方式，单位时间内单位质量流

体所吸收的热量。将式（3.21）、（3.22）代入式（3.20），得

d
dt∫τ

e+V2

2（ ）ρdτ=∫τ
F·Vρdτ-∮σ

pn·Vdσ+∫τ
qρdτ （3.23）
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这就是理想流体积分形式的能量方程。
如果取控制体CV与某时刻t流体系统的体积τ重合，并在雷诺输运公式（2.14c）

中，令η=e+V2/2，则式（3.23）变成

∂
∂t∫CV

e+V2

2（ ）ρdτ+∮CS
e+V2

2（ ）ρ（V·n）dσ

=∫CV
F·Vρdτ-∮CS

pn·Vdσ+∫CV
qρdτ （3.24）

这就是控制体理想流体积分形式的能量方程，它表明控制体内流体能量的变化率加
上通过控制面能量的净流出率，等于质量力对控制体内流体做功的功率、控制面上表
面力做功的功率以及单位时间控制体内流体所吸收的热量，三者的代数和。

3.3.2 理想流体微分形式能量方程

类似于动量方程从积分形式到微分形式的推导，将方程（3.24）左边第一项中对
时间偏导数与对空间区域积分的运算顺序交换，有

∂
∂t∫CV

e+V2

2（ ）ρdτ=∫CV

∂
∂t

e+V2

2（ ）ρ[ ]dτ=∫CV
ρ
∂
∂t

e+V2

2（ ）+ e+V2

2（ ）∂ρ∂t[ ]dτ
利用高斯公式将方程（3.24）左边第二项和右边第二项变成体积分，即

∮CS
e+V2

2（ ）ρ（V·n）dσ=∫CV
ρV·

Δ

e+V2

2（ ）+ e+V2

2（ ） Δ

·（ρV）[ ]dτ
及 ∮CS

pn·Vdσ=∫CV

Δ

·（pV）dτ

将以上结果代入方程（3.24），移项、整理并利用连续性方程，得

∫CV

∂
∂t

e+V2

2（ ）+（V·

Δ

）e+V2

2（ ）-F·V+1
ρ

Δ

·（pV）-q[ ]dτ=0

由于控制体CV的取法是任意的，因而有

∂
∂t

e+V2

2（ ）+（V·

Δ

）e+V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

·（pV）+q （3.25a）

或 d
dt

e+V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

·（pV）+q （3.25b）

这就是理想流体微分形式的能量方程，式中，-

Δ

·（pV）/ρ是表面力对单位质量理想
流体做功的功率。式（3.25b）表明，单位质量流体能量的变化率，等于质量力和表面
力对其做功的功率与单位时间单位质量流体所吸收的热量，三者的代数和。

3.3.3 理想流体动能方程

前面的能量方程是根据能量转换和守恒定律导出的，它与动量方程是彼此独立
的。在一般力学中，可以由动量定律导出动能定律，类似地，也可以由理想流体的动
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量方程导出动能方程。为此，将速度矢量V点乘欧拉方程（3.9）的两端，得

d
dt

V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

p·V （3.26）

利用矢量微分关系式

Δ

p·V =

Δ

·（pV）-p

Δ

·V，并代入式（3.26），得

d
dt

V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

（p·V）+p
ρ

Δ

·V （3.27）

这就是理想流体微分形式的动能方程，式中，p

Δ

·V/ρ是流体体积变化时单位质量流
体内部压力做功的功率。式（3.27）表明，单位质量流体动能的变化率，等于质量力和
表面力对其做功的功率与流体体积变化时单位质量流体内压力做功的功率，三者的
代数和。

如果将式（3.25b）减去式（3.27），则内能方程为

de
dt+p

ρ

Δ

·V =q （3.28）

上式表明，单位质量理想流体内能的变化率加上其体积膨胀时内部压力做功的功率，
等于单位时间内它吸收的热量，这正是单位质量理想流体热力学第一定律的数学表
达式。如果不考虑流体的吸热，即在绝热条件下（q=0），当流体膨胀时内压力做正
功，流体的内能就要减少，而由方程（3.27），流体的动能增加。说明通过流体膨胀时内
压力做正功，流体的内能转换为动能；反之，通过流体膨胀时内压力做负功，流体的动
能转换为内能。对于不可压缩理想流体，因为

Δ

·V=0，内压力不做功，其动能方程为

d
dt

V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

·（pV） （3.29）

上式表明，不可压缩理想流体的动能变化，只是由于质量力和表面力做功引起的，与
内能无转换。

如果质量力有势F=-

Δ

U，且力势场U定常，即∂U/∂t=0，则F·V=-

Δ

U·V=
-dU/dt，代入式（3.29），得

d
dt

V2

2 +U（ ）=-1
ρ

Δ

p·V （3.30）

表明单位质量理想流体机械能的变化率，等于气压梯度力做功的功率。如果流体的压
力分布是均匀的，即

Δ

p=0，则有

d
dt

V2

2 +U（ ）=0 （3.31）

表明单位质量流体质点的机械能保持不变。
由微分形式的动能方程容易得出积分形式的动能方程。为此，将方程（3.27）两

端乘以流体微元的质量ρdτ，并在体积τ上积分，注意，∫τ

Δ

·（pV）dτ=∮σ
pn·Vdσ，则

得
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d
dt∫τ

V2

2ρdτ=∫τ
F·Vρdτ-∮σ

pn·Vdσ+∫τ
p

Δ

·Vdτ （3.32）

这就是理想流体积分形式的动能方程，它表明系统动能的变化率，等于质量力和表面
力对系统做功的功率与流体体积变化时系统内部压力做功的功率，三者的代数和。

如果质量力有势且力势场定常，则方程（3.32）变成

d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=-∮σ
pn·Vdσ+∫τ

p

Δ

·Vdτ （3.33）

上式左端为系统机械能的变化率。如果再假定流体是不可压缩的，则有

d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=-∮σ
pn·Vdσ （3.34）

  利用雷诺输运公式，读者容易导出控制体理想流体积分形式的动能方程。

3.4 方程完备性和定解条件

连续性方程、动量方程和能量方程等，都是支配流体运动的普适方程。流体力学
的基本问题是在质量力已知的情况下，求解流体运动的速度场、压强场等物理量场。
这就要求：支配流体运动的微分方程组是完备方程组，即未知函数的数目等于彼此独
立方程的数目；有合适的定解条件，因为只有给出合适的定解条件，才能确定流体运
动的具体形式。

3.4.1 方程完备性

由连续性方程（2.18）和欧拉方程（3.9）组成的方程组中，共有四个独立方程。一
般情况下，要确定的未知函数有五个，即速度V的三个分量、密度ρ和压强p，所以这
组微分方程组是不完备的，必须补充新的方程。如补充能量方程，则出现两个新的未
知函数，即单位质量的流体内能e及其吸热率q。如果再引入e和q的表达式，则又
将出现其他新的未知函数，如温度T 等。因此，通常不能给出支配流体一般运动的
方程组，只能对流体或流动的性质做一些假定或简化，建立一些特殊情况下的完备方
程组。下面分别讨论几种常见情形。

（1）不可压缩均质流体
对于不可压缩流体，其密度为一常数，即ρ=常数，此时要确定的未知函数只有

四个，即速度的三个分量和压强。因此，对于理想不可压缩均质流体的运动，其完备
方程组是
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Δ

·V =0
∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p

ρ=const

㊣

╭

╰

（3.35）

如果理想不可压缩均质流体的流动是无旋的，则可引入速度势φ，连续性方程简化为

Δ

2φ=0。此时问题可分为两步求解。第一步，求解拉普拉斯方程

Δ

2φ=0的定解问题，
得到速度势φ，并由V =

Δ

φ求速度场，这一步不涉及力，属于运动学问题。第二步，利
用欧拉方程，由速度场求压力场，这是动力学问题。

（2）正压流体
对于可压缩流体，可以寻求流体的速度、密度和温度等状态参量间的关系，这种

关系式就是流体的物态方程。正压流体是指密度仅仅是压力的单值函数的流体，即正
压流体的物态方程可表示为ρ=ρ（p）。例如，对于等温气体和绝热（等熵）气体分别有

p/ρ= 常数和p/ργ = 常数，式中，γ=cp/cv为比定压热容与比定容热容之比，因此，
等温气体和绝热气体都是正压流体。不可压缩均质流体可以看成是特殊的正压流体。
正压流体的流场叫作正压流场。根据物态方程，在正压流场中，密度场完全决定于压
力场，压强相等的各点必然是密度相等之点，因此，等密度面必与等压面相重合。

现在，要确定的未知函数有五个，即速度V的三个分量、压强p和密度ρ，而连续
性方程、欧拉方程和物态方程，正好是五个独立的方程。因此，对于理想正压流体的运
动，其完备方程组就是

∂ρ
∂t+

Δ

·（ρV）=0

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p

ρ=ρ（p）

㊣

╭

╰

（3.36）

（3）斜压流体
密度不仅决定于压强，而且还与温度等其他状态量有关的流体，叫作斜压流体。

斜压流体的物态方程一般为ρ=ρ（p，T，…）。对于完全气体，其物态方程就是克拉伯
龙（Clapeyron）方程p=ρRT，其中R是该种气体的气体系数，对于干洁空气R =
287J/（kg·K）。斜压流体的流场称为斜压流场。由于在斜压流场中，密度场不仅决
定于压强场，而且还与温度场等其他物理量场有关，压强相等的各点密度未必相等，
因此，等密度面、等压面和等温面彼此相交。

若在连续性方程和欧拉方程的基础上，补充物态方程，又将引入新的未知函数

T，如再补充能量方程（3.25b），还将引入新的未知函数e和q。如果寻求e和q的一般
表达式，将会引入更多的未知函数。因此，必须做一些假定或简化，才能得到相应的完
备方程组。
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例如，对于完全气体，e=cvT，如果再假定流动过程是绝热的，即q=0，则完备
方程组为

∂ρ
∂t+

Δ

·（pV）=0

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p

p=ρRT
d
dt

cvT+V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ

·（pV）+q

q=0

㊣

╭

╰

（3.37）

如果完全气体在流动过程中的吸热只是由于热传导所致，即不考虑辐射，则有q=Δ

·（k

Δ

T）/ρ，其中，热传导系数k是已知的。因此，斜压流体的完备方程组为

∂ρ
∂t+

Δ

·（pV）=0

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p

p=ρRT
d
dt

cvT+V2

2（ ）=F·V-1
ρ

Δ
·（pV）+q

q= 1
ρ

Δ

·（k

Δ

T）

㊣

╭

╰

（3.38）

上述方程组中有七个独立方程，要确定的未知函数正好是七个，即速度V 的三个分
量、压强p和密度ρ、温度T和由于热传导所引起的单位质量流体的吸热率q。

3.4.2 定解条件

流体运动的完备方程组中，主要是偏微分方程，其一般积分都含有若干任意函
数，只有给出一定的附加条件，才能把这些函数确定下来，从而描述具体的流体运动，
这些附加条件就称为定解条件。定解条件分为两类，它们是初始条件和边界条件。

（1）初始条件
初始条件指初始时刻t=t0 时完备方程组中未知函数在流场空间各点处的值，

它表明该时刻流场各点处流体的性质和流体状态。如果未知函数是速度V、压强p
和密度ρ，则初始条件可表示为

V（r，t0）=f1（r）， p（r，t0）=f2（r）， ρ（r，t0）=f3（r） （3.39）
以上各式右端均是空间位置的已知函数。如果完备方程组中的未知函数还有温度T
等其他一些物理量，相应地还应该有这些量的初始条件。由于在完备微分方程组中
只含有未知物理量对时刻t的一阶偏导数，初始条件只给出这些量的初始值就够了。
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此外，在定常流动中，流场各点处的速度、压强和密度等物理量均不随时间变化，
所以不需要初始条件。只有在非定常流动中才需要初始条件。

（2）边界条件
边界条件就是完备方程组中未知物理量在流场边界上满足的条件。它的形式是

多种多样的，需要对具体问题做具体分析。几种常见的情形如下。

①无穷远处边界条件
研究物体在广阔的流体中运动，例如，飞机在高空中飞行可以认为流体是无边际

的，其外边界在无穷远处，需给出无穷远处的边界条件，这种边界条件可以写为

V r→∞ =V∞ ， p r→∞ =p∞ ， ρ r→∞ =ρ∞ （3.40）
以上各式右端均为已知值。

②分界面上运动学边界条件
流场的边界可以是流体与流体的接触面，也可以是流体与固体的接触面，总之是

两种介质的接触面，统称为分界面。所谓运动学边界条件就是分界面上速度应满足
的条件。假定分界面两边的物质不在界面上发生蒸发、凝结、渗透和相互溶解，则此
种分界面就是物质面，即在运动过程中，分界面始终由同一批质点所组成，它们满足
不分离的连续性条件。因此，在界面处两介质的法向速度应相等，即

（Vn）介质1 = （Vn）介质2 （3.41）
由于是理想流体，对于界面处两介质的切向速度没有约束，即两者可以不相等。

如果分界面是一个运动着的空间曲面S，其在直角坐标系中的方程为

F（x，y，z，t）=0，（x，y，z）∈S （3.42）
由于S是一个物质面，两介质在分界面上的法向速度应等于该曲面沿法向的移动速
度，即

（Vn）介质i =V介质i·n=V介质i·

Δ

FΔ

F  （i=1，2） （3.43）

另一方面，考虑时刻t在界面S上任一点（x，y，z），在时刻t+dt，它的坐标为（x+dx，

y+dy，z+dz），但仍在界面上，且满足

F（x+dx，y+dy，z+dz，t+dt）=0
将上式左端做泰勒级数展开，略去高阶项并利用式（3.42），得

∂F
∂x

dx+∂F∂y
dy+∂F∂z

dz+∂F∂t
dt=0 或  

Δ

F·dr
dt+∂F∂t =0

从而

dr
dt

·n=dr
dt

·

Δ

F
|

Δ

F|=- 1
|

Δ

F|
∂F
∂t

（3.44）

比较式（3.43）和（3.44），得
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∂F
∂t+V介质i·

Δ

F=0 （i=1，2） （3.45）

这就是分界面上运动学边界条件的一般数学表达式。
最常见的分界面是固壁和自由面，前者是流体与固体的接触面，后者是液体与大

气或真空的接触面。根据前面的一般讨论，在固壁处有
（Vn）流体 = （Vn）固体 或  （Vn）流体 =0（固壁静止时） （3.46）

如果给出固壁方程（3.42），则在固壁处有

∂F
∂t+（V）流体·

Δ

F=0 或  ∂F∂t+u∂F
∂x+v∂F

∂y+w∂F
∂z =0 （3.47）

同理，在液体和自由面处有

∂F
∂t+V流体·

Δ

F=0 （3.48）

式中，F（x，y，z，t）=0为自由面方程。

③分界面上动力学边界条件

图3.4 分界面上的微元

分界面上动力学边界条件就是分

界面上应力应满足的条件，对于理想流
体来说，则是压强应满足的条件。为此，
在分界面上任取一面元dS，并作一高
为dh的扁形微元体，其两底面与面元

dS平行，高度dh远小于面元dS的线
度，如图3.4所示。在微元体上、下两底
面上所受到的表面力分别为

（pn）介质2dS， （pn）介质1dS
由于高dh远小于面元dS的线度，侧面
面积是比面元dS更高阶的小量，除了
表面张力外，不考虑作用在侧面上的表
面力，而表面张力的合力形成附加压

强，这就是

-α 1
R1

+ 1
R2

（ ）ndS
式中，α为表面张力系数，R1，R2 为两主曲率半径，即任意两个包含n的正交平面与
界面交线的曲率半径。如果界面是一个球面，则有R1=R2=R。对微元体应用动量
定理，注意，质量力和惯性力是更高阶的小量，可不予考虑，从而得

（pn）介质2dS+ p-n（ ）介质1dS-α 1
R1

+ 1
R2

（ ）ndS=0
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即 （pn）介质1-（pn）介质2+α 1
R1

+ 1
R2

（ ）n=0 （3.49）

这就是对于流体的动力学边界条件。对于理想流体pn =-pn，则有

（p）介质2-（p）介质1+α 1
R1

+ 1
R2

（ ）=0 （3.50）

如果表面张力系数很小，或者界面比较平坦，曲率半径很大，则不考虑表面张力所引
起的附加压强，有

（p）介质1 = （p）介质2 （3.51）
即界面两侧的压强相等。对于自由面或真空的接触面，流体的动力学边界条件分
别为

（p）流体 =pa 和  （p）流体 =0 （3.52）
式中，pa 为自由面的大气压强。

如果完备方程组中还有温度等其他未知物理量，则还应给出这些量的边界条件。
温度的边界条件称为热力学边界条件。它们的边界条件视具体问题而定。

3.5 不可压缩理想流体一维流动

在物理上，给出了合适的定解条件，遵从物理学普遍定律的运动是唯一确定的。
但在数学上，有了完备方程组和适当的定解条件，由于方程的非线性等复杂因素，对
大多流体力学问题的求解仍然是相当困难的，甚至不能回答像解的存在性、唯一性和
稳定性等一些基本问题。所以只能对某些简单问题给出解析解。

不可压缩流体的一维流动是一种最简单的运动。首先，由于流体是不可压缩的，
组成完备方程组的只有连续性方程和欧拉方程。其次，由于流动是一维的，只有沿某
一坐标轴方向的流速分量不为零，且未知物理量只与该坐标和时刻t有关。如果记
空间坐标为（q1，q2，q3），则对于沿q1的一维流动，有

v2 =v3 =0， ∂
∂q2

= ∂
∂q3

=0 （3.53）

在这种情况下，连续性方程和欧拉方程又可以进一步简化，特别是欧拉方程的非线性
项自行消失，偏微分方程容易化为常微分方程，易于求解。

例如，对于不可压缩理想流体沿x轴的一维流动，v=w=0，∂/∂y=∂/∂z=0，
未知函数是u=u（x，t），p=p（x，t），完备方程组是

∂u
∂x=0， ∂u∂t+u∂u

∂x=X-1
ρ
∂p
∂x

将第一式代入第二式，则非线性项u∂u
∂x
自行消失，最后方程组化简为

67 流体力学基础与应用



∂u
∂x=0， ∂u∂t=X-1

ρ
∂p
∂x

（3.54）

由第一式可知，u仅仅是t的函数，u=u（t），即同一时刻，流场各点速度相等，但压强
场可以是非均匀场，即p=p（x，t）。至于定解条件的给出，需视具体问题而定。

3.6 特殊情形下欧拉方程积分

上一节指出，支配流体运动的微分方程组是非线性的偏微分方程组，一般情况下
求其定解问题是相当困难的，只能求解一些极其简单的问题。即便对于简单问题，直
接利用微分方程组求解仍然比较烦琐。本节将在某些特殊情形下，先求得欧拉方程
的首次积分，以替代方程组中的欧拉方程，使方程组的求解得到简化。

3.6.1 伯努利积分

首先来研究理想正压流体在有势质量力的作用下，欧拉方程沿流线的积分问题。
对于理想流体，其动量方程为欧拉方程，并可化为兰勃方程

∂V
∂t+

ΔV2

2（ ）-V×Ω =F-1
ρ

Δ

p （3.55）

式中，Ω =

Δ

×V。由于流体是正压的，密度只是压强的单值函数ρ=ρ（p），此时不定
积分

P（p）=∫dp
ρ（p） （3.56）

也只是压强的单值函数，称为正压函数。例如对于不可压缩均值流体，有P=p/ρ；对
于等温完全气体1/ρ=RT/p，有P=RTlnp；对于绝热完全气体ρ=cp1/γ，有P =
γp/[（γ-1）ρ]。为阐明正压函数P的意义，考察其梯度

Δ

P，注意，P是压强p 的函
数，并利用式（3.56），有

-

Δ

P=-P′（p）

Δ

p=-1
ρ

Δ

p （3.57）

上式表明，在正压流场中，气压梯度力有势，正压函数就是气压梯度力的势函数。对
于有势质量力，有

F=-

Δ

U （3.58）
因此，将式（3.57）和（3.58）代入式（3.55），得

∂V
∂t+

ΔV2

2 +U+P（ ）-V×Ω =0

以流线微元dsr点乘上式各项，得

∂V
∂t

·dsr+

ΔV2

2 +U+P（ ）·dsr-V×Ω·dsr=0 （3.59）
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注意，dsr是流线上点的矢径的微分，如图3.5所示，沿流线的切线方向，即dsr∥V，因

此，（V×Ω）·dsr=0；又

ΔV2

2 +U+P（ ）·dsr=ds
V2

2 +U+P（ ）以及∂V∂tdsr=∂V∂t
ds，

式中，ds表示沿流线的全微分，ds为流线弧长的微分，将式（3.59）沿流线从M0 点到

M 点积分，得

∫
M

M0

∂V
∂t

ds+ V2

2 +U+P（ ）
M
= V2

2 +U+P（ ）
M0

（3.60a）

或 ∫
M

M0

∂V
∂t

ds+ V2

2 +U+P（ ）
M
=Cs（t） （3.60b）

图3.5 流线微元

式中，Cs（t）是与时刻t和流线s有关的常数。
式（3.60）就是理想正压流体在有势质量力作用
下做非定常流动时，欧拉方程沿流线的积分，称
为伯努利积分（也称伯努利方程）。

如果流动是定常的，则∂V/∂t=0，从而伯
努利积分为

V2

2 +U+P=Cs （3.61）

式中，Cs 是与流线有关的常数，即对于指定的
流线是一个常数，对于不同的流线有不同的值。注意，V2/2是单位质量流体的动能，

U 是单位质量流体的质量力势能，而正压函数P可称为单位质量流体的压力能。因
此，式（3.61）表明，理想正压流体在有势质量力作用下的定常流动，沿同一条流线，单
位质量流体的动能、质量力势能和压力能之和是一个恒量。

对不可压缩理想重力流体的定常流动，由于U =gz，P=p/ρ，则伯努利积分为

V2

2 +gz+p
ρ

=Cs （3.62）

如果重力可以忽略，或者研究的是水平运动，式（3.62）简化为

V2

2 +p
ρ

=Cs （3.63）

上式给出了速度和压强之间的关系，表明流速大的地方压强小，流速小的地方压强
大。将式（3.62）应用于同一流线上的两点M 和M0，有

p+1
2ρV

2+ρgz=p0+1
2ρV

2
0+ρgz0

式中，ρV
2/2具有压强的量纲，称为动压。上式又可写成

p-p0 =ρg（z0-z）+ 1
2ρV

2
0-1

2ρV
2（ ） （3.64）

式中，ρg（z0-z）相当于静止流体中的压强分布，而ρV
2
0/2-ρV

2/2是流线上任一点M
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和参考点M0的动压差。上式表明，流体运动时，流场任一点处的压强差p-p0为静止

流体中的压强分布与动压差之和。

3.6.2 拉格朗日积分

现在来研究理想正压流体做无旋运动时，欧拉方程对空间的积分。
由于是正压流体且做无旋运动，则有-

Δ

p/ρ=-

Δ

P和V=

Δ

φ，兰勃方程（3.10）
简化为

Δ∂φ
∂t+V2

2 +P（ ）=F

上式表明，理想正压流体做无旋运动时，所受的质量力必为有势力，即必存在势函数

U 使F =-

Δ

U，代入上式并整理，得

Δ∂φ
∂t+V2

2 +U+P（ ）=0 （3.65）

上式表明，括号内的量对空间坐标的偏导数均等于零，即括号内的量的空间分布是均
匀的。上式对空间积分，得

∂φ
∂t+V2

2 +U+P（ ）
M
= ∂φ
∂t+V2

2 +U+P（ ）
M0

（3.66a）

或 ∂φ
∂t+V2

2 +U+P=C（t） （3.66b）

式中，M和M0是流场中的任意两点，C（t）是只与t有关的常数，式（3.66）就是理想正
压流体做无旋运动时欧拉方程对空间的积分，又称为拉格朗日积分。如果流动还是定
常的，则拉格朗日积分为

V2

2 +U+P=C （3.67）

式中，C是对全流场都适用的常数。上式表明，理想正压流体做定常无旋运动时，单位
质量流体的动能、质量力势能和压力能之和是一个恒量。特别地，对于不可压缩理想
重力流体做定常无旋运动，拉格朗日积分为

V2

2 +gz+p
ρ

=C （3.68）

3.7 圆柱绕流

物体在静止流体中运动受到流体的作用是自然界最普遍的现象。例如，飞机在
空气中的飞行、潜艇在海洋中航行过程中受到的作用等。根据运动的相对性，这类问
题可以看作是流体绕过固定物体的流动问题，称为绕流问题。圆柱绕流是最简单、最
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基本的一种绕流问题。在充满整个空间的不可压缩理想流体中，假定无限长圆柱体
沿与轴线垂直的方向上做匀速直线运动，相对于圆柱体，则是无穷远处不可压缩均匀
来流绕圆柱体做无旋定常运动。显然，在垂直于圆柱的各平面上，流动情况均相同，
这是一种平面无散势流。因此，可以先求流动的复势，从而求得速度场，然后再求压
强场和流体对圆柱体的作用。本节将讨论无环量的圆柱绕流和有环量的圆柱绕流。

3.7.1 无环量圆柱绕流

设一半径为a的无限长圆柱的圆心位于坐标原点，取Oxy平面垂直于圆柱体，如
图3.6所示。无穷远处均匀来流速度U 沿x轴正向，由于圆柱的阻碍，当流体接近圆
柱时将绕过圆柱流动，远离圆柱时流速又趋于与x轴平行。

图3.6 无环量的圆柱绕流

（1）复势、速度场和流线
在2.6节中曾经指出，平面无散势流的速

度势和流函数都满足拉普拉斯方程，根据拉
普拉斯方程边值问题的唯一性定理，满足给
定边界条件的平面无散势流的复势是唯一

的。因此，一个复函数W =f（z）是否为某平
面无散势流的复势，只需检验它是否满足流
动的边界条件。分析表明，对于沿x轴正向的
无穷远处不可压缩均匀来流做无环量的圆柱

绕流，均流与偶极子流动的叠加

W =U z+a2

z（ ） （3.69）

满足流场的边界条件

dW
dz z→∞

=U 即  u z→∞ =U，v z→∞ =0

vr r=a=∂φ∂r r=a=0 或  ψ z =a =ImW（z） z =a = 常数

因此，式（3.69）是无环量圆柱绕流的复势。
该流场用极坐标形式表达较为简单，从式（3.69）容易推导出速度势和流函数

φ=U r+a2

r（ ）cosθ， ψ=U r-a2

r（ ）sinθ （3.70）

相应的速度场为

vr =∂φ∂r=U 1-a2

r2（ ）cosθ， vθ = 1
r
∂φ
∂θ=-U 1+a2

r2（ ）sinθ （3.71）

在圆柱表面r=a，速度分布为
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vr r=a =0， vθ r=a =-2Usinθ
由此可计算在x轴与圆柱的交点（图3.6）A和B上（θ=π和θ=0），速度为vθ =0，
故两点称为驻点；在上下侧点D和C上（θ=±π/2），速度分别为vθ =-2U和2U，其
速度绝对值等于来流速度的两倍，是最大速度点。

流线族方程为ψ= 常数，即

U r-a2

r（ ）sinθ= 常数  或  U x2+y㊣
2 1- a2

x2+y2（ ）= 常数 （3.72）

在无穷远处，r= x2+y㊣
2→∞，有y=常数，表明该处流线趋于平行于x轴。零流线

由式（3.70）得

U r-a2

r（ ）sinθ=0

即r=a和θ=0，π，表明零流线是由半径为a的圆周与x轴的圆外部分所组成。
（2）压强分布及其对圆柱的作用
对于不可压缩理想重力流体做定常无旋运动，利用拉格朗日积分（3.66），取无穷

远点和圆柱表面上任意点，得

p∞ +1
2ρU

2 =p r=a+1
2ρv

2
θ r=a =p r=a+1

2ρU
2·4sin2θ

即 p r=a=p∞ +ρU
2

2
（1-4sin2θ） （3.73）

上式表明，圆柱表面的压强分布关于x和y对称，前后驻点A和B（θ=π和θ=0）的
压强最大p r=a，max=p∞ +ρU

2/2，上下侧点D和C（θ=±π/2）的压强最小p r=a，min=
p∞ -3ρU

2/2。
引入无量纲压强系数：

Cp = （p r=a-p∞）/ 1
2ρU

2（ ）=1-4sin2θ

可以看出，Cp（θ）=Cp（θ+π），从而p（a，θ）=p（a，θ+π），即周围流体对圆柱体的压
力是平衡的，表明流体绕圆柱体流动时，对圆柱体的合力为零。或者说当圆柱体在静
止流体中运动时，不受流体的任何阻力，显然，这种理论分析与实际流动相矛盾，故称
为达朗贝尔佯谬，它是忽略了真实流体黏性的结果。实际上，流体存在着黏性，当它
绕过圆柱流动时往往会产生流动分离，在圆柱前后出现压强差，压强系数分布曲线已
不是前后对称的。圆柱体要受到流体作用的合力，或者说圆柱体在流体中运动时要
受到阻力。图3.7给出了圆柱面上压强系数分布的理论结果与实验结果的比较。
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图3.7 圆柱面压强系数分布

3.7.2 有环量圆柱绕流

在上述无环量圆柱绕流中，若原点再叠加一个强度为Γ的顺时针点涡，则可以
形成有环量的圆柱绕流平面势流。

（1）复势、速度场和流线
由均流、偶极子和点涡三个基本流动叠加的复势为

W =U z+a2

z（ ）+ Γ
2πi

lnz （3.74）

容易验证满足流场的边界条件，即

dW
dz z→∞

=U 1-a2

z（ ）+ Γ
2πi

1
z =U

ψ Z =a=ImW（z） z =a= U r-a2

r（ ）sinθ-Γ
2π

lnr[ ]
r=a

=-Γ
2π

lna

Re∮La

dW
dz z→∞

=Γ

因此，式（3.74）是有环量圆柱绕流的复势。
从式（3.74）容易推导出速度势和流函数为

φ=U r+a2

r（ ）cosθ+Γ
2πθ

， ψ=U r-a2

r（ ）sinθ-Γ
2π

lnr （3.75）

利用速度势容易求得极坐标中的速度场为
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vr =∂φ∂r=U 1-a2

r2（ ）cosθ
vθ = 1

r
∂φ
∂θ=-U 1+a2

r2（ ）sinθ+ Γ
2πr

㊣

╭

╰

（3.76）

在圆柱表面r=a，速度分布为

vr r=a =0， vθ r=a =-2Usinθ+ Γ
2πa

式中，vθ r=a 比无环量的对应速度多一项由环量引起的顺时针方向速度，使上半圆周
的速度增大，下半圆周的速度减小，并使前后驻点下移。前驻点A的幅角θcr称为驻点

位置临界角（图3.8a），由式vθ|r=a =0确定。环量与驻点临界角的关系为

Γ=-4πaUsinθcr 或  sinθcr =- Γ
4πaU

即随着环量的增大，θcr 角增大，至θcr =3π/2时，A，B两点重合（图3.8b），环量值为

Γ=4πaU；当环量继续增大，即Γ＞4πaU，驻点脱离圆柱面进入流场中，称为自由驻
点（图3.8c）。令dW/dz=0，可以得到自由驻点位置z满足的方程为

U-Ua2

z2 + Γ
2πi

1
z =0

它表明自由驻点在虚轴（y轴）上。注意，圆柱面外的解才有意义，即取

当Γ＞0时，z= Γ
2πU + Γ

4πU（ ）2-a2（ ）1/2[ ]i，在y轴正方；

当Γ＜0时，z=- Γ
4πU + Γ

4πU（ ）2-a㊣
2[ ]i，在y轴负方。

驻点离原点的距离是 Γ
4πU + Γ

4πU（ ）2-a㊣
2 ＞a。

图3.8 有环量的圆柱绕流

流线族方程为ψ=常数，即

U r-a2

r（ ）sinθ-Γ
2π

lnr= 常数  
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或        Uy 1- a2

x2+y2（ ）-Γ
2π

ln x2+y㊣
2 = 常数 （3.77）

可以看出，流线关于y轴是对称的，但关于x轴是不对称的。在无穷远处，r=

x2+y㊣
2→ ∞，有u r→∞ =U，v r→∞ =0，说明无穷远处的流线趋于与x轴平行。将

式（3.77）中的常数设为零，可求得零流线方程。
（2）压强场和流体对圆柱的作用
利用拉格朗日积分，并由速度分量式（3.76）求出V2 =v2

r +v2
θ，可得压强分布

p=p∞ +ρ
2

（U2-V2）=p∞ +1
2ρU

2 1- V
U（ ）2[ ]

=p∞ +1
2ρU

2 1- 1-a2

r2（ ）cos2θ- 1+a2

r2（ ）sinθ- Γ
2πrU[ ]2{ } （3.78）

在圆柱面上r=a，有

p r=a=p∞ +1
2ρU

2 1-4sin2θ-Γsinθ
2πaU + Γ2

16π2a2U2（ ）[ ]
上式中后两项是由环量引起的。因此，流体作用于单位长度圆柱上的合力可以用积
分表示为

 R=-∮La
p r=andl

=-∫
2π

0
p∞ +1

2ρU
2 1-4sin2θ-Γsinθ

2πaU + Γ2

16π2a2U2（ ）[ ]{ }（cosθi+sinθj）adθ

=-ρUΓj
因此，在x，y方向的分量为

Rx =0 和  Ry =-ρUΓ （3.79）
而作用力矩是

M =-∮La

（r×n）p r=adl=0 （3.80）

式（3.79）和（3.80）说明，不可压缩理想流体做有环量的绕圆柱流动时，沿x方向压
强合力仍为零，但沿y方向产生大小为ρUΓ 的合力，合力矩为零。这里Rx 和Ry 就

是通常所指的水平阻力和垂直升力。由于升力的存在，将使圆柱体产生横向运动，这
种现象称为马格努斯（Magnus）效应。旋转的乒乓球和足球向前运动时都有这种效
应。实际上，式（3.80）对有环量的绕任意形状柱体的流动都适用，又称为库塔-茹科
夫斯基定理。

3.8 积分形式动量方程和动量矩方程应用

在3.2节中，利用动量定理和雷诺输运公式，推导出了控制体积分形式的动量
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方程

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∮CS
Vρ（V·n）dσ=∫CV

Fρdτ+∮CS
pndσ （3.81a）

它表明控制体内流体动量的变化率加上通过控制面动量的净流出率，等于作用于控
制体内流体的质量力与作用于控制面上的表面力的矢量和。

类似地，利用动量矩定理dL/dt=∑M 和雷诺输运公式，可以导出控制体积分

形式的动量矩方程（读者可自行推导）为

∂
∂t∫CV

（r×V）ρdτ+∮CS
（r×V）ρ（V·n）dσ=∫CV

（r×F）ρdτ+∮CS
（r×pn）dσ

（3.82a）
它表明控制体内流体动量矩的变化率加上通过控制面动量矩的净流出率，等于作用
于控制体内流体的质量力力矩与作用于控制面上的表面力力矩的矢量和。

方程（3.81a）和（3.82a）适用于黏性流体。对于理想流体，pn =-pn。现在应用这
两个方程来讨论运动流体对固体的作用力和力矩。为此，取固体壁面Σ和流场中空间
曲面S作为控制面，即CS=S∪Σ，所包围的空间区域为控制体CV，如图3.9所示。
注意，在固壁Σ上，V·n=Vn =0，则方程（3.81a）和（3.82a）分别变成

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∫S
Vρ（V·n）dσ=∫CV

Fρdτ+∫S
pndσ+∫Σ

pndσ （3.81b）

∂
∂t∫CV

（r×V）ρdτ+∫S
（r×V）ρ（V·n）dσ

=∫CV
（r×F）ρdτ+∫S

（r×pn）dσ+∫Σ
（r×pn）dσ （3.82b）

式中，∫Σ
pndσ和∫Σ

（r×pn）dσ分别是固壁对流体的作用力和力矩。根据作用与反作用

定律，流体对固壁的作用力和力矩分别为

R=-∫Σ
pndσ 和  M =-∫Σ

（r×pn）dσ

于是，由式（3.81b）和（3.82b）分别得

R=∫CV
Fρdτ-∂∂t∫CV

Vρdτ+∫S
（pn-VρVn）dσ （3.83a）

M =∫CV
（r×F）ρdτ-∂∂t∫CV

（r×V）ρdτ+∫S
[（r×pn）-（r×V）ρVn]dσ

（3.84a）
如果流体是定常的，S面处的流动可看作无黏流，则有

R=∫CV
Fρdτ-∫S

（pn+VρVn）dσ （3.83b）
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M =∫CV
（r×F）ρdτ-∫S

[（r×n）p+（r×V）ρVn]dσ （3.84b）

图3.9 含有固体壁面的控制面

3.9 流体静力平衡

流体相对于参考系处于静止的状态，称为静力平衡状态。流体静力学问题可以
作为流体动力学问题的一种特殊情形来处理。本节主要研究静止流体中的压强分布
及静止流体对物体的作用力。

3.9.1 静力平衡方程

（1）流体静力平衡方程
在流体中任取一封闭曲面σ所包围的体积为τ的流体系统。由于流体处于静止状

态，所有流体质点的速度和加速度都等于零，则系统所受的质量力和表面力的矢量和
等于零，考虑静止流体中应力pn =-pn，则有

∫τ
Fρdτ-∮σ

pndσ=0

利用高斯公式，将上式左端两项合并为∫τ
[ρF-

Δ

p]dτ=0，其对任意体积τ均成立，

因而有

ρF-

Δ

p=0 或  ρF =

Δ

p （3.85）
这就是流体静力平衡方程。在直角坐标系中它的分量式为

ρX =∂p∂x
， ρY =∂p∂y

， ρZ =∂p∂z
（3.86）

利用欧拉方程（3.9），令dV/dt=0，也可得到方程（3.86）。
流体静力学的基本问题是在质量力F=Xi+Yj+Zk已知且满足一定的边界条

件下，利用方程（3.86）求压强分布p= （x，y，z）。
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（2）流体静力平衡条件
静力平衡方程（3.85）为矢量方程，有三个分量式，即方程组（3.86）。由于方程个

数多于未知函数个数，故不是任意质量力都能使方程组相容。因此，要从方程组
（3.86）求出压强场p= （x，y，z），质量力必须满足一定的条件，这个条件称为相容条件。

将方程（3.85）两端取旋度，并注意

Δ

×

Δ

p=0，可得

Δ

×（ρF）=0 或  ρ

Δ

×F+

Δ

ρ×F=0 （3.87）
上式两端取与F的点积，考虑到F·（

Δ

ρ×F）≡0，从而有

F·（

Δ

×F）=0 （3.88）
这就是维持流体静力平衡质量力应满足的相容条件。

满足条件式（3.88）的质量力有三种可能：

①F=0，即流体不受质量力作用，此时由静力平衡方程（3.85）有

Δ

p=0或dp=

Δ

p·dr=0，从而

p= 常数 （3.89）
说明处于静力平衡的流体如果不受质量力作用，则它的压强是均匀分布的。

②

Δ

×F=0，即质量力有势，F=-

Δ

U。此时由式（3.89）得

-
Δ

ρ×
Δ

U =0 或  
Δ

ρ×
Δ

U =0 （3.90）
表明位势U的等值面也就是密度ρ的等值面，因而U是ρ的单值函数U=U（ρ）。再由

dp=-ρ

Δ

U·dr=-dU，积分得

p=-∫ρdU =-∫ρU′（ρ）dρ=p（ρ）

表明压强p是密度ρ的单值函数，或者反过来，密度ρ是压强p的单值函数ρ=ρ（p）。
也就是说，如果质量力有势，则只有正压流体才可能保持静力平衡；反过来，读者可以
自己证明，如果流体是正压的，则只有当质量力有势时，流体才可能保持静力平衡。

在dU =0面上，有dp=0，表明在静止流体中，等位势面与等压面重合。例如静
止液体的自由面是等压面（该面上各点的压强都等于大气压），也是等位势面，常称为
水平面，它必与重力垂直。

③

Δ

×F≠0，但

Δ

×F与F垂直。此时流体是斜压的，下一章将证明，斜压流体
不可能保持静止状态。

前面的第一种情况可以看成第二种情况的特例，因为F=0自然满足

Δ

×F=0。
综上分析可知，处于静力平衡的流体必然是正压流体，而且它所受到的质量力必定是
有势力。

（3）静止流体中压强分布

①正压流体处于静力平衡时的压强分布
前面指出，处于静力平衡的流体必是正压流体，因而存在正压函数P 使dP =
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dp/ρ，同时质量力必有势F=-

Δ

U，由dp=-dU，得

d（U+P）=0 或  U+P= 常数 （3.91）
根据所讨论正压流体的物态方程ρ=ρ（p）求出正压函数P（ρ）和由已知质量力求出
势函数U（x，y，z），代入上式并利用给定的边界条件，即可得到压强的空间分布。

②不可压缩流体处于静力平衡时的压强分布
均质不可压缩流体可看作正压流体的特殊情形。由于ρ=常数，则正压函数P=

p/ρ，将其代入式（3.91），得

U+p
ρ

= 常数 （3.92）

设p0 和U0 分别为空间某点（x0，y0，z0）处的压强和质量力位势，则有

U+p
ρ

=U0+p0

ρ
 或  p-p0 =-ρ（U-U0） （3.93）

对于均质不可压缩重力流体，忽略重力加速度随高度的变化，有

p=p0-ρg（z-z0） （3.94）
如果z0 为自由面的高度，p0 为自由面上的压强，令h=z0-z表示自由面下的深度，
则上式变成

p=p0+ρgh （3.95）
它表示均质不可压缩静止重力流体在自由面下h深处的压强，等于自由面上的压强
与高度为h、底面积为单位面积的流体柱重量之和，这就是著名的流体静力学定律。

③大气的静力平衡
大气是非均质流体，由于重力的作用、地球的旋转和大气不同层次对太阳辐射吸

收程度的差异，使大气的状态参量在垂直方向上呈不均匀分布。对于处于静止状态
的大气，利用静力平衡方程（3.85），在当地直角坐标系中，有

∂p
∂x=0， ∂p∂y=0， ∂p∂z=-ρg

表明气压p只是垂直高度z的函数p=p（z），且有

ρ=-1
g

dp
dz=ρ（z）

即密度ρ也只是z的函数。再由物态方程p=ρRT得知T=p/（ρR）=T（z），说明温
度T也只是z的函数，这里R是空气的气体常数，对干洁空气，R=287J/（kg·K）。

综上所述，静止大气的气压、密度和温度等状态参量，都只是垂直高度z的函数。
因此，高度z相同的各点，其状态参量必相同。也就是说，所有状态的等值面都是水
平面，由此也说明，静止大气是正压大气。像静止大气那样，其状态参量按垂直方向
分层分布的流体，叫作分层流体或层结流体。大气的层结，就是指大气的压强、密度
和温度等状态参量在垂直方向的分布。
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3.9.2 静止流体中压强传递———帕斯卡原理

1653年，法国科学家帕斯卡研究了当静止流体某点压强发生变化时，其他各点
压强如何产生相应的变化问题，得出了静止流体传递压强的规律，称为帕斯卡原理。
下面分别就不可压缩流体和正压流体的情形来进行讨论。

（1）不可压缩流体的帕斯卡原理
设不可压缩静止流体中某点M0（x0，y0，z0）和其他任一点M（x，y，z）处的压强

分别为p0 和p，质量力位势分别为U0 和U，则有

p-p0 =-ρ（U-U0） （3.96）
式中，U0 和U 只与位置有关，对于选定的两点M0和M，它们是不变的。由上式可知，
当点M0 处的压强变化δp0 时，要使流体保持静力学平衡，M 点处的压强必然及时地
做相应的变化δp，变化后两点处的压强分别为p0 +δp0 和p+δp，同样利用上述公
式，有

（p+δp）-（p0+δp0）=-ρ（U-U0）
与式（3.96）相减，得

δp-δp0 =0 或  δp =δp0 （3.97）
表明当不可压缩静止流体内某点处的压强发生变化时，必然及时地引起其他各点处
的压强产生相同的变化。这就是不可压缩流体的帕斯卡原理。帕斯卡原理有很多实
际应用，水压机就是这一原理的典型应用例子。

（2）正压流体的帕斯卡原理
同样，设正压静止流体中点M0和M处的压强分别为p0和p，质量力位势分别为

U0 和U，由于流体是正压的ρ=ρ（p），则有dp/ρ（p）=-dU，积分得

∫
p

p0

dp
ρ（p）=-（U-U0） （3.98）

注意，对于选定的两点M0和M，U0和U是不变的。设当点M0处的压强发生δp0变化

时，M 点处的压强发生相应的变化δp，则有

∫
p+δp

p0+δp0

dp
ρ（p）=-（U-U0）

与式（3.98）相减，得

∫
p0

p0+δp0

dp
ρ

+∫
p+δp

p

dp
ρ

=0 或  ∫
p+δp

p

dp
ρ

=∫
p0+δp0

p0

dp
ρ

（3.99）

这就是正压流体的帕斯卡原理。如果知道某点处的压强变化δp0，可以利用这个公
式来求得其他点处的压强变化δp。

如果δp0 和δp为无限小量，则M0 和M 两点处的密度可以认为没有变化，并分
别为ρ0=ρ（p0）和ρ=ρ（p），则式（3.99）变成
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δp
ρ

=δp0

ρ0
（3.100）

它表明正压静止流体中，无限小的压强变化与相应点处的流体密度成正比。

3.9.3 静止流体对物体作用力

已知静止流体中的压强分布，可以求解静止流体对物体的作用力。由于物体表
面各部分受到流体压力的大小和方向不一定相同，因此，求静止流体对浸没在其中的
物体的总的作用力问题，实际上是求空间力系的合成问题。一般情况下，一个空间力
系应合成一个力和一个力偶矩。下面讨论两种特殊情形。

（1）平面壁上的总压力
求静止流体作用在面积σ的平面壁上的总压力。由于作用在平面壁σ各面元上

的压力都垂直于该平面壁，因此，这些压力构成一组同向平行力，它们可以合成一个
力，合力的大小等于作用在各面元上压力的代数和，合力的方向垂直于该平面壁并指
向面壁内部，合力的作用点为作用在各面元上的压力所构成的平行力系的力心，称为
压力中心。所以，作用在平面壁上的总压力是

R=∫σ
（-pn）dσ=-n∫σ

pdσ （3.101）

式中，n为面壁的外法线方向单位矢量，指向流体内部。R的作用点即压力中心C 的
坐标是

xc =∫σ
xpdσ

R
， yc =∫σ

ypdσ

R
， zc =∫σ

zpdσ

R
（3.102）

对于不可压缩重力流体，取Oxy平面在自由面上，Oz轴竖直向上，利用式（3.98），则

R=∫σ
（p0-ρgz）dσ=p0σ-ρg∫σ

zdσ= （p0-ρgzc）σ

式中，zc =∫σ
zdσ/σ是平面壁σ的几何中心坐标，记hc =-zc是平面壁的几何中心C

在自由面下的深度，则有

R= （p0+ρghc）σ （3.103）
上式表明，静止不可压缩重力流体作用于平面壁上的总压力，等于该平面壁几何中心
处的压强与平面壁面积的乘积。

（2）浸没在重力流体中物体受到的浮力———阿基米德原理
当体积为τ的任意形状物体浸没在重力流体中时，物体表面σ上各面元都受到流

体的压力，根据刚体力学知识，所有压力的总效果归结为一个作用力和一个力偶矩。
设n为物体表面元dσ的外法线单位矢量，利用静力平衡方程（3.85），即

Δ

p=ρF，这
里F=-gk，则作用力可表示为
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R=-∮σ
pndσ=-∫τ

Δ

pdσ=∫τ
ρgkdτ=mgk （3.104）

式中，m =∫τ
ρdτ是物体排开流体的质量。设r是面元dσ的矢径，则力偶矩可表示为

M =-∮σ
r×（pn）dσ=∮σ

n×（pr）dσ=∫τ

Δ

×（pr）dτ

利用相关矢量微分运算公式，并注意

Δ

×r=0，有

Δ

×（pr）=

Δ

p×r，从而

     M =∫τ

Δ

p×rdτ=∫τ
ρF×rdτ=∫τ

r×ρgkdτ=∫τ
rρdτ（ ）×gk

=∫τ
rρdτ

∫τ
ρdτ

×gk∫τ
ρdτ

=rc×R （3.105）

式中，rc=∫τ
rρdτ∫τ

ρdτ是物体排开流体体积的质心位置矢量，如果流体是均质不可

压缩的，则质心就是体积的几何中心。式（3.104）和（3.105）说明，浸没在重力流体中
物体表面各面元上所受到的流体压力可以合成一个力，这个力的大小等于物体所排
开的流体重量mg，方向竖直向上，并作用在所排开流体的质心上，这个力称为浮力。
这就是著名的阿基米德原理。上述结论也适用于物体部分浸没在流体中的情形。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣

㊣

应用例

例1 理想流体和静止流体中应力分析

图3.10 小四面体上的法应力

证明理想流体和静止流体中只有法应力，且同一点处沿各方向的法应力都相等，

其大小与作用面的方位无关。
证明：理想流体忽略了流体的黏性，

对于切向形变没有任何抗拒能力，而静
止流体也不能承受任何切向力，因此，在
理想流体和静止流体中，切应力都等于
零。也就是说，在理想流体和静止流体
中只有法应力。

取 以 点 M 为 顶 点 的 小 四 面 体

MABC，见图3.10，其三个侧面分别平行
于各坐标面，设底面ABC 的面积为Δσ，
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法向为n，则三个侧面的面积分别为

Δσx =Δσcos（n，x）=nxΔσ
Δσy =Δσcos（n，y）=nyΔσ
Δσz =Δσcos（n，z）=nzΔσ

再设h为小四面体的高，则小四面体的体积为 Δτ=hΔσ/3。对该小四面体应用动量
定理，有

FρΔτ+pnnΔσn+p-xxΔσxi+p-yyΔσyj+p-zzΔσzk=dV
dtρΔτ

代入小四面体侧面面积和体积公式，并利用式（3.4），有

F-dV
dt（ ）ρ1

2hΔσ+（pnnn-nxpxxi-nypyyj-nzpzzk）Δσ=0

上式各项除以Δσ，并令h→0，得

pnnn=nxpxxi+nypyyj+nzpzzk
利用关系式n=nxi+nyj+nzk，将上式写成分量形式，则有

pnn =pxx =pyy =pzz

上式证明了在理想流体和静止流体中，法应力的大小与作用面的方位无关。
由于流体不能承受切向作用力，因此，理想流体和静止流体的表面力一定是正压

的。将作用在单位面积上的压力称为压强。前面的结果表明，在理想流体和静止流
体中，各个方向的压强都相等。因此，可用一个量-p来表示同一点处的法应力，即

pnn =pxx =pyy =-p
式中，p就是流体的压强，它是一个标量场函数p=p（x，y，z，t）。因此，在理想流体
和静止流体中，应力矢量可表示为

pn =pnnn=-pn

例2 利用流体力学基本方程求速度场、加速度场和压强场
单位密度的均匀不可压缩理想流体做平面定常流动，已知x方向的速度分量为

u=2x，沿y方向的速度分量v在x轴上为零，原点处压强p=3。若不考虑质量力，
求速度场、加速度场和压强场。

解：速度的x分量已知，只需求出y分量v。为此，利用不可压缩流体平面流动的
连续性方程

Δ

·V =0，得

∂v
∂y=-∂u∂x=-2

对y积分，并利用y=0处v=0条件，可得

v=-2y
所以速度场为
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V =ui+vj=2xi-2yj
加速度场为

a=dV
dt=∂V∂t+u∂V

∂x+v∂V
∂y=4xi+4yj

利用欧拉方程求压强场。由于不考虑质量力，有

-1
ρ
∂p
∂x=du

dt=4x， -1
ρ
∂p
∂y=dv

dt=4y

注意，ρ=1密度单位，从而p对空间的全微分为

dp=∂p∂x
dx+∂p∂y

dy=-（4xdx+4ydy）

积分得

p-p0 =∫
（x，y）

（0，0）
dp=-∫

（x，y）

（0，0）
（4xdx+4ydy）=-2（x2+y2）

因为原点处p0 =3，所以压强场为

p=3-2（x2+y2）

例3 利用流体力学动能方程求流体运动规律
在两端开口的等截面水平小直管中有一段长度为l的液体柱，液体每一点受到

外力作用，其方向沿管轴并指向固定点O，其大小与质点距O点的距离成正比。设初
始时刻t=0，液体柱距O点最近的一端距离为R，并处于静止状态。求液体柱的运动
规律。

解：设在任意时刻t，液柱位置如图3.11中阴影部分所示，将该液柱视为不可压
缩理想流体。由于液柱沿水平方向运动，故只考虑水平方向的质量力，即F=-kxi，
显然这是有势质量力，力势场为U =kx2/2。因此，支配液柱运动的方程为

VS =VASA （连续性方程） ①
d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=-∮σ
pn·Vdσ （动能方程） ②

式中，V和S分别为任意位置处流体的速度和水平管的截面积，而VA 和SA 分别为左

端A处流体的速度和水平管的截面积。因为S=SA，由方程式 ① 得V =VA =.ξ，即
同一时刻，液柱各点处速度相等，可用端点A的速度表示。注意，压强满足边界条件

pA =pB =pa（大气压），考虑VA =VB，则表面力的做功功率为

-∮σ
pn·Vdσ=-[pA（-VA）+pBVB]=0 ③

液柱的动能和势能可表示为

∫τ

V2

2ρdτ= 1
2
.ξ

2
ρlS ④
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∫τ
Uρdτ=∫

ξ+l

ξ

1
2kx2

ρSdx= 1
2kρS ξ

2+lξ+1
3l

2（ ） ⑤

将式③、④和⑤代入式②，化简得

ξ̈+kξ+1
2（ ）=0 ⑥

这是二阶常系数线性齐次常微分方程，其通解为

ξ+l
2 =acos（㊣kt+α）

式中，a和α是积分常数，由初始条件决定。由于t=0时，ξ=R，.ξ=0，因此，有a=

R+l
2

，α=0，从而

ξ=-l
2+ R+l

2（ ）cos㊣kt ⑦

由此确定了端点A的运动规律，从而也确定了液柱的运动规律。上式表明，液柱端点

A以x =-l/2点为平衡位置做谐振动，从而液柱中心以O为平衡位置做谐振动。

图3.11 水平管中的液柱          图3.12 抛物形固壁水平匀速运动

例4 定解条件问题
在流体中一抛物形固壁以常速U 沿其凸向运动，建立固定坐标系Oxy使其原点

O与t=0时刻的壁面顶点重合，如图3.12所示，设t=0时的壁面方程为x=ay2（a＞
0），u和v为固壁上流体的速度分量，证明它们满足

u+U
v =2ay

证明：建立固定坐标系Oxy使x轴与t=0时刻的抛物形边界的对称轴重合，原
点O与其顶点重合，则任意时刻t，边界方程为

x+Ut=ay2

由于抛物形剖面的运动而产生的流体运动是平面运动，其运动学边界条件是

∂F
∂t+u∂F

∂x+v∂F
∂y =0
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这里F（x，y，t）=x+Ut-ay2，将其代入上式，得

U+u-2ayv=0 即  u+U
v =2ay

得证。

例5 利用基本方程组求不可压缩理想流体的一维流动问题
例5.1 用不可压缩理想流体一维基本方程组求例3中液体柱的运动规律和压

强分布。
解：取固定点O为原点，管轴为x轴（图3.11），这是不可压缩理想流体沿x轴的

一维流动问题。记任意时刻t液柱距O 点最近的一端A 的坐标为ξ。由题意知，完
备方程组和定解条件所组成的定解方程组是

      

∂u
∂x=0 （连续性方程）       ①

∂u
∂t=-kx-1

ρ
∂p
∂x

（欧拉方程） ②

t=0，ξ=R，.ξ=0 （初始条件） ③
x=ξ，p=pa；x=ξ+l，p=pa （边界条件） ④

由方程式 ① 可知，u=u（t），即同一时刻液柱各点速度相同，可用端点A的运动
描述整个液柱的运动，因而u=.ξ，du/dt=∂u/∂t=ξ̈。由方程式② 对x积分，并注意

∂u/∂t与x无关，得

ξ̈x = 1
2kx2-p

ρ
+C（t） ⑤

式中，C（t）是只与t有关的积分常数，可利用边界条件消去。为此，将边界条件④代入
式 ⑤ 得

ξ̈ξ= 1
2kξ

2-pa

ρ
+C（t） 和  ̈ξk（ξ+l）= 1

2k（ξ+l）2-pa

ρ
+C（t） ⑥

将上述两式相减，得

ξ̈+k（ξ+l）=0 ⑦
这是二阶常系数线性齐次常微分方程。对此方程积分，并利用初始条件③决定积分
常数，最后得

ξ=-l
2+ R+l

2（ ）cos㊣kt ⑧

这就是液柱的运动规律。它表明，液柱端点A以点x =-l
2
为平衡位置做谐振动，

或液柱中心点以O为平衡位置做谐振动，且速度为
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u=.ξ=- R+l
2（ ）㊣ksin㊣kt ⑨

为求压强场，将⑤、⑥两式相减消去C（t），化简得

p=pa+ρ（x-ξ）-̈ξ-k
2

（x+ξ）[ ]
将式 ⑦ 和 ⑧ 代入上式，消去ξ和̈ξ，得

p=pa+k
2ρ

l2

4- x- R+l
2（ ）cos㊣kt[ ]2{ }

这就是液柱中的压强分布。特别地，在液柱中心点x=ξ+l/2= （R+l/2）cos㊣kt，有

p=pa+kρl
2/8

例5.2 等截面水平小管与等截面铅垂小管组成⊥型管，水平管截面恰好是铅
垂管截面的一半，水平管充分长以致当铅垂管中的液体全部流到水平管时也不会从
水平管流出（图3.13）。假设安置在水平管与铅垂管连接处的阀门K关闭时，铅垂管
中的液柱高度为a。求两阀门同时开启后铅垂管中液面高度随时间的变化规律及铅
垂管内液体流完所需要的时间。

解：阀门打开后，一部分液体在铅垂管内，另一部分在水平管内，设铅垂管内液面
高度为ζ，水平管内液面前进距离为ξ，建立坐标系如图3.13所示。

铅垂管和水平管内液体均做一维流动，由于对称性，水平方向只考虑右侧管内流
动，则沿铅垂和水平方向的定解方程组分别为

铅垂方向

∂w
∂z =0

∂w
∂t =-g-1

ρ
∂p
∂z

t=0，ζ=a，.ζ=0
z=ζ，p=pa；z=0，p=p0

  

水平方向

∂u
∂x=0

∂u
∂t=-1

ρ
∂p
∂x

t=0，ξ=0，.ξ=0
x=0，p=p0；x=ξ，p=pa

水平方向

∂u
∂x

=0①

∂u
∂t

=-1
ρ
∂p
∂x

②

t=0，ξ=0，.ξ=0③
x=0，p=p0④

由方程 ① 知，w =wt，u=ut，因此

w =.ζ， dw
dt =∂w∂t =ζ̈ 和  u=.ξ， du

dt=∂u∂t=ξ̈

由式 ② 分别对z和x积分，并注意∂w/∂t和∂u/∂t分别与z和x无关，得

ζ̈z=-gz-p
ρ

+C1（t） 和  ̈ξx =-p
ρ

+C2（t） ⑤

将边界条件 ④ 代入式 ⑤，并将同一方向的两式相减，消去C1（t）和C2（t），得

p0-pa

ρ
= （̈ζ+g）ζ 和  

p0-pa

ρ
=.ξξ ⑥
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由式 ⑥ 消去（p0-pa）/ρ，得
（̈ζ+g）ζ=.ξξ ⑦

由于液体不可压缩，体积保持不变，而水平管截面是铅垂截面的一半，因此

ζ+ξ=a 或  ̈ζ+̈ξ=0 ⑧
将式 ⑧ 代入式 ⑦，消去ξ和̈ξ，得

ζ̈+g
aζ=0 ⑨

这是二阶常系数线性齐次常微分方程。对此方程积分，并利用初始条件③决定积分
常数，得铅垂管内液面随时间的变化规律是

ζ=acos g
a㊣t ⑩

则铅垂管内的液体流空（即达到ζ=0）的时间是t= π
2

a
g㊣ 。

图3.13 ⊥型管出流              图3.14 球形空腔

例5.3 在充满整个空间的不可压缩静止流体中，突然形成一个半径为a的球形
空腔。设流体密度为ρ，无穷远处压强为p∞，质量力不计。求流体填满空腔所需的时间。

解：取球坐标系的原点O在球形空腔的中心（图3.14）。在空腔缩小的过程中，

流体呈径向球对称，所以vr =vr（r，t），vθ =vφ =0。设在任意时刻t，空腔半径为

R（t）。由题意得，定解方程组为

1
r2
∂
∂r

（r2vr）=0 ①

∂vr

∂t+vr
∂vr

∂r =-1
ρ
v∂p
∂r ②

t=0， R（t）=a， vr =0， V ≡dR
dt =0 ③
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r=R（t）， vr =V ≡dR
dt

， p=0； r→ ∞， vr =0， p=p∞ ④

由方程①得

r2vr =C（t） 或  C（t）=r2vr =R2（t）dRdt ⑤

由式⑤代入方程②，有

C′（t）
r2 +∂∂r

r2

2（ ）=-1
ρ
∂p
∂r

上式对r从 ∞ 到R（t）积分，并利用边界条件 ④，得

C′（t）
R（t）+1

2V2 =p∞

ρ
利用式⑤消去上式中C′（t），整理得

d（V2/2）
3V2

2 +p∞

ρ

=-dR
R

积分上式，并利用初始条件③，得

3
2V2+p∞

ρ
=p∞

ρ
a3

R3 或  V =- 2p∞

3ρ
a3

R3 -1（ ）㊣ ⑥

式中，负号表示空腔是逐渐缩小的。
流体填满空腔所需的时间是

T =∫
T

0
dt=∫

0

a

dR
V = 3ρ

2p∞㊣∫
a

0

dR
a3/R3-㊣ 1

式中，积分为广义积分，当R→a时，被积函数趋于无穷大。为计算其积分值，令η=a3

R3，

有 

∫
a

0

dR
a3/R3-㊣ 1

= a
3∫

1

0
η-1/6（1-η）-1/2dη= a

3B 5
6

，1
2（ ）

式中，B函数定义为B（p，q）=∫
1

0
ηp-1（1-η）q-1dη，而Γ函数定义为Γα（）=∫

+∞

0
ηp-1e-qdη，

两者关系为B（p，q）=Γ（p）Γ（q）
Γ（p+q），因此，B（5/6，1/2）=Γ（5/6）Γ（1/2）

Γ（4/3） ，查Γ函数表，得

Γ 1
2（ ）≈1.7725， Γ 4

3（ ）≈0.8934， Γ 5
6（ ）≈1.1276

所以

T =Γ（5/6）Γ（1/2）
Γ（4/3） a ρ

6p∞㊣ ≈0.9135a ρ
p∞㊣
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  例6 伯努利积分和拉格朗日积分的应用

图3.15 皮托管流速计

例6.1 皮托管流速计。这是用来测
量流速的一种仪器，其构造原理如图3.15
所示。小钝头体上装有两根细管，细管A
的一端置于钝体前部，小口朝向来流，细
管B的一端小口在钝体侧壁，两根管另一
端接在U 形管压强计上。通过压强计中
液面的高度差h可测得两管口处的压强
差pA-pB。试证明所测流速为

V∞ = 2（pA -pB）
ρ㊣

式中，将待测流体的密度ρ看作常数。
证明：设不可压缩理想流体在重力场中做定常流动。将伯努利积分（3.59）分别

应用于流线OA和O′B，得

V2
A

2 +gzA +pA

ρ
=V2

0

2 +gz0+p0

ρ

和 V2
B

2 +gzB +pB

ρ
=V2

O′

2 +gzO′ +pO′

ρ
注意，A点处流体受阻，速度为零，该点又称为驻点。又因点O和O′靠得很近，可

认为速度、高度和压强均相等，因此有

gzA +pA

ρ
=V2

B

2 +gzB +pB

ρ

图3.16 容器的小孔出流

由于两细管靠得很近，有zA≈zB，上式简化为

VB = 2（pA -pB）
ρ㊣

得证。

例6.2 托里拆利小孔出流公式。在重力作
用下，容器中液体从容器底部小孔出流情况如图

3.16所示，试证明小孔出流速度可近似表示为

VB ≈ 2g㊣ h
证明：由于容器截面SA远大于孔口截面SB，

可以认为容器内液面离孔口中心的高度h在短时
间内是恒定的，因而可以认为流动是定常的，从
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而定解方程组是

VBSB =VASA （连续性方程） ①
V2

B

2 +gzB +pB

ρ
=V2

A

2 +gzA +pA

ρ
 （伯努利方程） ②

pA =pB =pa （边界条件） ③

由式 ①得VA =VB
SA

SB
，将其代入方程②，并利用边界条件③，注意，zB-zA =h，得

VB = 2gh
1-（SB/SA）2㊣

考虑到SB/SA ≪1，得

VB ≈ 2g㊣ h

图3.17 弯曲河段 

这就是托里拆利小孔出流公式，它是意大利科
学家托里拆利在1643年得出的。公式表明，在
重力作用下液体从容器液面下h深处小孔的出
流速度与物体从同一高度自由下落到该处时的

速度相同。

例6.3 弯曲河段水面倾斜问题。设河水
做定常无旋运动，试证明在弯曲河段内侧A处
的水流速度大于外侧B 处的水流速度，如图

3.17所示，且水面向内侧倾斜，即A 处水面低
于B 处水面。

证明：将河水看作理想不可压缩重力流体，
且做定常无旋运动。引入速度势φ，则定解方程组和边界条件可写为

Δ

2φ=0 （连续性方程） ①
V2

2 +gz+p
ρ

=C （拉格朗日积分） ②

p|水面上 =pa（大气压） （水面上边界条件） ③
先解方程①，求速度势φ，进而求出速度V。采用柱坐标（R，φ，z），设弯曲河段处的流
线为圆弧，则

∂φ
∂R =vR =0， ∂φ∂z=vz =0

所以速度势仅仅是φ的函数，即φ=φ（φ），因而方程①简化为

1
R2
∂2φ
∂φ

2 =0
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积分得

φ=C1φ+C2 ④
式中，C1，C2 都是积分常数。进一步可求得速度为

V =vφ = 1
R
∂φ
∂φ

=C1

R ⑤

由于RA ＜RB，因此，VA ＞VB，即内侧A处的流速大于外侧B 处的流速。
再将方程 ② 应用于A，B两点，有

V2
A

2 +gzA +pA

ρ
=V2

B

2 +gzB +pB

ρ
利用边界条件 ③，得

V2
A

2 +gzA =V2
B

2 +gzB ⑥

因为VA＞VB，所以由上式知zA＜zB，即内侧A处水面低于外侧B处水面，水面向内
侧倾斜。

例7 布拉休斯（Blasius）公式和库塔-茹科夫斯基定理
布拉休斯公式是不可压缩理想流体绕任意形状柱体流动时作用于其上的力和力

矩的一般公式，证明式（3.80）（库塔-茹科夫斯基定理）对有环量的绕任意形状柱体的
流动仍然成立。

证明：（1）布拉休斯公式
考虑一无限长柱体，若来流速度与柱体母线垂直，则流体的运动依然是平面运

动。设柱体剖面的周线为L，柱体表面上的压强记为p，n和t分别为周线任一点处的法
向和切向单位矢量，如图3.18所示，则流体作用于单位长度柱体上的力的合矢量为

R=-∮L
pndl=-∮L

p[cos（n，x）i+cos（n，y）j]dl

=-i∮L
pcos（t，y）dl+j∮L

pcos（t，x）dl

=-i∮L
pdy+j∮L

pdx

=Rxi+Ryj
用复数表示为

R=Rx +iRy =∮L
p（-dy+idx）=i∮L

p（dx+idy）

=i∮L
pdz ①

再利用拉格朗日积分，并取其共轭复数为
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R=-iρ
2∮L

V2dz ②

式中，V2 = dW
dz（ ）dW

dz（ ）。注意，L是流线，速度V= dW
dz（ ）=u+iv沿L切线方向，它

与沿L的dz有相同的辐角，所以

V2dz= dW
dz（ ）dW

dz（ ）dz= dW
dz（ ）2ei2θdze-i2θ = dW

dz（ ）2dz ③

将其代入式②，得

R=-iρ
2∮L

dW
dz（ ）2dz ④

或 Rx =Reiρ
2∮L

dW
dz（ ）2dz[ ]， Ry =Im -iρ

2∮L

dW
dz（ ）2dz[ ]

这就是流体绕柱体流动时对柱体的作用力的布拉休斯公式。
流体作用于单位长度柱体上的力对原点的力矩为

M =∮L
[r×（-pn）]dl=-k∮L

p[xcos（n，y）-ycos（n，x）]dl

=-k∮L
p[-xcos（t，x）-ycos（t，y）]dl

=-k∮L
p（xdx+ydy）

利用拉格朗日积分，并注意xdx+ydy=Re（zdz），得

M =Re -ρ
2∮L

V2zdz[ ]
再利用式③，得

M =Re -ρ
2∮L

dW
dz（ ）2zdz[ ] ⑤

这就是流体对柱体作用力矩的布拉休斯公式。
（2）库塔-茹科夫斯基定理
设流动的复势为W =f（z），作圆周C包围柱体，使柱体剖面周线L包在C的内

部。从而dW/dz=f′（z）在L外部解析，自然在C外部也解析，可把dW/dz展成罗朗
级数。注意，边界条件为

dW
dz z=∞ =f′（∞）=U ⑥

可知z= ∞ 是dW/dz的正则点，其罗朗级数没有正整数幂项，可设

dW
dz =A0+A1

z +A2

z2 +… ⑦

由边界条件 ⑥ 可确定A0 =U。考虑到流体不可压缩且流场中无源，即Q =0，有
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∮L

dW
dzdz=Γ，将其代入上式，可确定A1 =Γ/（2πi）。将上述结果代入关于作用力的

布拉休斯公式 ④，得

R=iρ
2∮C

U+ Γ
2πi

1
z +A2

z2 +…（ ）2dz
=iρ

2∮C
U2+UΓ

πi
1
z + 2UA2-Γ2

4π2（ ）1z2 +…[ ]dz
=iρUΓ

从而

Rx =0， Ry =-ρUΓ ⑧
上式与式（3.79）完全相同。它表明，不可压缩理想流体做有环量的绕任意形状的柱
体流动时，流体对单位长柱体的作用力大小为ρUΓ，作用力的方向与无穷远处的来流
速度U 的方向垂直，这就是著名的库塔-茹科夫斯基定理。该定理在航空及船舰工
程等方面有着重要应用，它说明，要产生升力，除物体必须在流体中运动外，同时环绕
物体还应具有速度环量。

利用式⑤可得流体作用在单位长度柱体上的力矩为

M =Re -ρ
2∮C

dW
dz（ ）2zdz[ ]=Re -ρ

2∮C
U2z+UΓ

πi+ 2UA2-Γ2

4π2（ ）1z +…[ ]dz{ }
=Re -ρ

2
·2πi2UA2-Γ2

4π2（ ）[ ]=Re（-2πρUA2i）=2πρUIm（A2）

可见，力矩M 取决于来流速度U 和复速度dW/dz的罗朗级数展开式中z-2项的系

数A2，其值与柱体剖面周界的形状和方位有关。

 图3.18 作用于柱体上的力          图3.19 弯管流动

例8 积分形式动量方程和动量矩方程的应用
例8.1 设水平管道弯曲段中密度为ρ的不可压缩理想流体做定常流动，通过
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任一截面的流量为Q，进口截面和出口截面的面积分别为A1 和A2，两截面处的流速
与两截面中心连线的夹角分别为α1和α2，见图3.19，进口截面处压强为p1。不考虑质
量力，求流体对这段弯曲管的作用力和对通过如图所示原点垂直轴的力矩。

解：取弯曲管壁Σ与两截面A1和A2所围的区域为控制体，流体中控制面为S=
A1 ∪A2，设两截面处的速度、压强和外法向单位矢量分别为V1，p1，n1 和V2，p2，n2，
利用式（3.83b），不考虑质量力，有

R=-∫A1∪A2

（pn+VρVn）dσ=-{[p1n1+V1ρ（-V1）]A1+[p2n2+V2ρV2]A2}①

从而

Rx = （p1+ρV
2
1）A1cosα1-（p2+ρV

2
2）A2cosα2

Ry = （p1+ρV
2
1）A1sinα1+（p2+ρV

2
2）A2sinα2

{ ②

根据连续性方程V1A1 =V1A2 =Q，有

V1 = Q
A1

， V2 = Q
A2

③

再利用伯努利积分，有

p2 =p1+1
2ρ

（V2
1-V2

2）=p1+ρQ
2

2
1
A2

1
- 1

A2
2

（ ） ④

将式③和④代入式②，得

Rx =p1（A1cosα1-A2cosα2）+ρQ
2 cosα1

A1
-cosα2

2A2
-A2cosα2

2A2
1

（ ）
Ry =p1（A1sinα1+A2sinα2）+ρQ

2 sinα1

A1
+sinα2

2A2
+A2sinα2

2A2
1

（ ）
㊣

╭

╰

⑤

利用式（3.84b），不考虑质量力，则流体对弯曲管段的力矩为

M =-∫A1∪A2

[（r×n）p+（r×V）ρVn]dσ

=-{[（-αi）×（-cosα1i-sinα1j）p1+（-ai）×（cosα1i+sinα1j）V1ρ（-V1）]A1

 +[ai×（cosα2i-sinα2j）p2+ai×（cosα2i-sinα2j）V2
2ρ]A2}

=a[（p2+ρV
2
2）A2sinα2-（p1+ρV

2
1）A1sinα1]k ⑥

将式③和④代入上式，得

M =a p1（A2sinα2-A1sinα1）+ρQ
2 A2sinα2

2A2
1

+sinα2

2A2
-sinα1

A1
（ ）[ ]k ⑦

如果管道是等截面的，且弯曲段为一段圆弧，则A1 =A2 =A3，α1 =α2 =α，从而V1 =
V2 =V =Q/A，p1 =p2 =p，所以

Rx =0， Ry =2（p+ρV
2）Asinα=2ρA+ρQ

2

A（ ）sinα和 M =0 ⑧

表明合力沿y轴方向，且力的作用线与y轴重合。
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  例8.2 密度为ρ的液体流过宽为b的水平平板，在平板前缘流动是均匀的，速
度为U，在平板的后缘，流速的水平分量为

u=
Uy

h
（0≤y＜h）

U （y≥h）
㊣
╭

╰
式中，y为距平板的高度。假设流动是定常的，压强均匀分布，求流体作用于平板的水平力。

解：取平板表面Σ和图中虚线所示的OABC面为控制面，如图3.20所示。

图3.20 流体作用于平板的水平力

利用式（3.83b），考虑到F=-gj沿铅垂方向，压强分布均匀，OA面和BC 面上
的表面力互相平衡，则有

Rx =-∫S
VρVndσ（ ）

x
= ∫OA

VρVndσ（ ）
x
+∫AB

VρVndσ（ ）
x
+∫BC

VρVndσ（ ）
x

[ ] ①

其中

∫OA
VρVndσ（ ）

x
=∫OA

uρ（-u）dσ=∫
h

0
U·ρ（-U）bdy=-ρU

2bh

∫BC
VρVndσ（ ）

x
=∫BC

uρudσ=∫
h

o
ρ Uy

h（ ）2bdy= 1
3ρU

2bh

注意，式①中方括号内的第二项表示通过AB面动量的净流出率沿x方向的分量，为
了计算此项，可先计算通过AB 面的质量流量，为此将液体看作不可压缩流体，由连
续性方程：

∫OA
ρVndσ+∫AB

ρVndσ+∫BC
ρVndσ=0

所以，通过AB面流出的质量流量是

（Qm）AB =∫AB
ρVndσ=-∫OA

ρVndσ+∫BC
ρVndσ（ ）

=-∫
h

0
ρ（-U）bdy+∫

h

0
ρU

y
hbdy[ ]= 1

2ρUbh

AB 面上沿x方向的速度为U，因此，通过AB 面的净流出率沿x方向的分量为
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∫AB
VρVndσ（ ）

x
= （Qm）ABU = 1

2ρU
2bh

将以上结果代入式①，得

Rx =-∫S
VρVndσ（ ）

x
=- -ρU

2bh+1
2ρU

2bh+1
3ρU

2bh（ ）= 1
6ρU

2bh

例9 等温大气的压高公式
解：大气为重力流体，建立标准当地直角坐标系，即取Oxy平面为海平面，Oz轴

垂直向上，不考虑重力加速度g随高度的变化，则重力位势为U =gz。又等温大气为
正压大气，密度和压强之间关系为

p
ρ

=p1

ρ1
 或  1

ρ
=p1

ρ1

1
p

式中，p1 和ρ1 为某高度z1 处的压强和密度，因此，正压函数为

P=∫dp
ρ

=∫p1

ρ1

dp
p =p1

ρ1
lnp

将以上结果代入式（3.94），得

gz+p1

ρ1
lnp=C

式中，常数C由边界条件决定，这里由p|z=z1 =p1，求得C=p1

ρ1
lnp1+gz1，代入上式

整理，有

p=p1e-
ρ1g
p1

（z-z1）=p1e-g
RT（z-z1）

这就是等温大气压强随高度的变化关系，称为等温大气的压高公式，式中利用了物态方程。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

实践题

1.设不可压缩理想重力流体中的压强为p=p0-ρgz，求流体中正六面体各面
上的应力矢量和表面力以及整个六面体受到的表面力的合力。

2.已知理想重力流体的速度场为

V = （6xy+5xt）i-3y2j+（7xy2-5zt）k （m/s）
取x，y轴沿水平方向，z轴竖直向上，求t=3s时在r=2i-j+4k（m）处的气压梯
度力（取g=10m/s2）。

3.已知理想不可压缩重力流体做定常运动，其压强场为

p=4x3-2y2-yz2+5z （Pa）
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取x，y轴沿水平方向，z轴竖直向上，若流体的密度为ρ=103kg/m3，求r=3i+j-
5k（m）处流体的加速度。

4.如果不可压缩理想流体在单连通空间内做无旋运动，试证明流场中封闭曲面

σ所围区域内，流体总动能可表示为

Ek = ρ
2∮σ

φ∂φ∂n
dσ

式中，ρ，φ分别为流体的密度和速度势，n为面元dσ的外法向。

5.在充满无限空间的不可压缩液体中，有一球形气泡，由于气泡膨胀，压力均匀
地作用在气体与液体的界面上，液体将沿径向向外运动。已知气泡半径b=b（t），并
设无穷远处液体的压强为p∞ ，质量力不计，试先利用积分形式的连续性方程求速度
场，然后再利用积分形式的动能方程求压强场，并求气体与液体界面上的压强。

6.气体在等温条件下沿等截面直管流动，取x轴沿管轴，不计质量力，并认为同
一截面各点处流速u相同。（1）写出支配气体流动的完备微分方程组；（2）构造一个
仅含u的微分方程。

7.在流体中有一半径为a的固体球以常速Ui+Vj+Wk运动，设t=0时球心
在坐标原点。（1）写出任意时刻t球面的方程；（2）求球面边界上流体速度分量u，v，

w应满足的关系式。

8.如图3.21所示，在两端封闭的等截面水平直管中，有一段长度为l，密度为ρ的
液体柱，液柱两端是气体，平衡时两端气柱长度均为a，压强均为p0。在初始时刻，使
液柱有一微小偏移ξ0，并处于静止。求此后液柱的运动规律及液体中的压强分布。
（提示：以O为原点，在液柱平衡位置建立坐标系。）

图3.21 水平直管中液体振荡问题 图3.22 弯管中液体振荡问题

9.液体在等截面弯曲开口细管中做小振荡，如图3.22所示，两边液面附近管的
水平倾角分别为α和β，液柱总长度为l，设t=0时刻，液柱一端偏离平衡位置的距离
是ξ0，且为静止状态，求液柱的运动规律ξ（t）。

10.一桶的底部有一小漏洞，水从洞中漏出，设桶内水面距桶底30cm，求下列各
种情形下从洞中漏出的水相对于桶的速度：（1）桶固定不动；（2）桶匀速上升；（3）桶以
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1.2m/s2 的加速度上升。

11.箱盛满水后，水从箱侧壁小孔喷出。（1）证明从不同高度处小孔射出的水都以
相同的速率到达地面；（2）要使水流射到地面的水平距离最远，小孔应在什么高度处。

12.设在流场中高度为z0 的某点处，速度和压强分别等于v0 和p0。试证明对于理
想不可压缩重力流体的定常无旋运动，流体中高度为z的任一点处的速度值不超过

V2
0+2g（z0-z）+2p0

ρ㊣
13.文丘利（Venturi）管流量计，是用来测量管道中流体做定常流动时体积流量

的仪器，如图3.23所示，它由粗细不均的一段管子组成，截面分别为SA 和SB 处的

管壁各开一小孔，并与U 形管压强计相连。通过压强计中液面的高度差h可测得两
截面处的压强差pA-pB。设管中的流体是不可压缩的，试证明管中流体的流量为

Q= 2（pA -pB）S2
AS2

B

ρ（S2
A -S2

B）㊣

图3.23 文丘利管流量计          图3.24 旁管出流问题

14.旁管出流问题。开口大容器中的液体在重力作用下从容器下部的水平旁管
流出，如图3.24所示，设容器截面积为SA，旁管长度和截面积分别为L和SB，如果

SA≫SB，认为液面下降速度VA≈0，把容器内液面离旁管轴线的高度h看作常数，求
出流开始到出现定常流动这段时间内出流速度随时间的变化规律。

15.以Q=150cm3/s的流量将水匀速地注入桶内，桶底有一面积为Sb=0.5cm2

的小孔，求水面将在桶中保持多高的高度。

16.如图3.25所示，等截面开口U 形管竖直放置，管内充水，水柱总长度为l。
若初始时刻两边水面高度差为h，且处于静止，求此后水柱的运动规律。

17.设一蒙古包做成半径为a的半圆柱形，如图3.26所示，当受到速度为U的大
风袭击时，它将有因受到升力而离开基础的危险。假定蒙古包为无限长，空气的运动
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可看作不可压缩理想流体绕蒙古包的无旋运动，空气密度为ρ，求单位长度蒙古包所
受到的升力。

图3.25 U 形管中液体振荡          图3.26 半圆柱升力

18.设不可压缩理想流体绕半径为a的无限长圆柱做有环量的平面势流，取坐标
原点在圆柱轴上，设无穷远处压强为p∞ ，流速U 沿x轴正向，绕圆柱的速度环量为

Γ。（1）写出此平面势流的速度势φ应满足的边界条件；（2）证明

φ=U r+a2

r（ ）cosθ+Γ
2πθ

满足上述边界条件。

19.如图3.27所示，弯月板以匀速U沿不可压缩流体的喷射方向运动，若喷射面
为A，相对于地面的速度为V1（V1 ＞U），试求喷射流对弯月板的水平作用力。

图3.27 射流冲击作用力            图3.28 射流冲击平板

20.一宽度为a的平面射流以匀速V 向无限长平板斜射过来，接触平板后分为
两支沿平板的流动，至远处变成宽为a1 和a2 的两股射流，如图3.28所示。设流体是
理想不可压缩的，且流动是定常的，V 很大，可忽略重力。求射流对平板的总压力及其
作用点，以及a1，a2 与a之间的关系。

21.已知一个水箱通过底部一个细长管出流，如图3.29所示，设管长为l，截面积
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为A，流入水箱的水使长管出流速度满足关系式V=V0-at，式中，V0和a均为常数。
试求使水箱保持在原处的力的水平分量。

22.一矩形平板闸门竖直放置，上边与水面相平，底边深度为b，闸门宽度为a，如图

3.30所示。设大气压强为p0，水的密度为ρ，求水对闸门的总压力及压力中心的位置。

图3.29 题21图      图3.30 题22图      图3.31 题24图

23.自引力场的质量力有势，F=-

Δ

U，引力势U 满足关系式：

Δ

2U =4πGρ，式
中，G为引力常数，ρ为密度。现有处于自引力场中静止的一团球形气体，设ρ=ρ0（1-

βr
2），式中，ρ0为球心处的密度，r为距球心的距离，β为常数。如果球体半径为a，球面
压强为零，求球心处的压强p0。

24.一座用砂石水泥建筑的水坝如图3.31所示，坝长与图面垂直，长度为30m，
坝高H =4m，坝底部宽度为顶部宽度的两倍。坝后水深h=3m，坝体每立方米重

2T。（1）如果坝的重量为水对坝的水平作用力的10倍，求坝顶宽度x；（2）计算坝的
重力和水对坝的水平作用力的转矩（对经过O点的坝基边线），说明坝是否稳固。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

理想流体动力学是研究作用于流体的力及其与流体运动的关系，建立微分形式
和积分形式的理想流体动力学基本方程，以及它们在解决一维流动和圆柱流动等简
单流体力学问题中的应用。

1.基本概念
（1）作用在流体上的力：分为质量力和表面力两大类。
（2）应力矢量pn：作用于法向为n的单位面元上的表面力，它是一个矢量，不仅

取决于作用点的位置和时间，还与受作用面元的方位有关（与一般矢量的区别）。
作用在整个σ面上的表面力：∫σpndσ；理想流体和静止流体中的表面力：pn=-pn。
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（3）流体运动方程组的完备性：支配流体运动的独立方程数等于未知函数的数
目，所构成的方程组称为完备方程组。通常只有对流体或流动的性质做一些假定或
简化，才能建立流体运动的完备方程组。

（4）定解条件：确定流体运动具体形式的条件，分为初始条件和边界条件。
初始条件：对于不定常流动，初始时刻未知物理量的空间分布。
边界条件：包括运动学和动力学边界条件两类。前者为速度满足的边界条件，后者为

压强满足的边界条件。边界是指两流体介质之间、流体与固体介质之间，以及无穷远的位置。

2.基本理论
（1）理想流体动量方程：包括积分形式和微分形式，其微分形式为

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p（对流体质点）

或  ∂V∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

ρ（对控制体）

又称为欧拉方程。
（2）理想流体能量方程：理想流体的总能量包括内能和动能，理想流体能量方程

由能量转换和守恒定律导出，包括积分形式和微分形式。注意，动能方程可由动量方
程导出，故为非独立方程。

（3）理想流体动量矩方程：包括积分形式和微分形式。
（4）流体静力学
基本方程：ρF =

Δ

p。
相容条件：F·（

Δ

×F）=0。
帕斯卡原理：不可压缩流体Δp=Δp0；正压流体Δp/ρ=Δp0/ρ0。

阿基米德原理：流体浸入表面积为σ、体积为τ的物体的作用力为R=-∮σ
pndσ=mgk，

即大小等于物体所排开流体的重量，方向竖直向上，称为浮力。作用力的主矩为

M =-∫τ
ρr×Fdτ=∫τ

rρdτ（ ）×gk=rc×R

式中，rc是物体所排开流体体积的质心位置矢量，它表明浮力作用在物体的质心上。

3.基本方法
（1）已知速度分布，利用欧拉方程求解压强场分布；
（2）理想不可压缩流体一维流动的求解方法；
（3）利用欧拉方程的首次积分求解方法；
（4）利用控制体的动量积分方程和动量矩积分方程求理想流体作用于物体的力

和力矩之方法；
（5）圆柱绕流以及任意形状柱体绕流的作用力的计算方法。
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第4章 流体涡旋运动基础

前三章建立了流体运动学和理想流体动力学的基本方程组，即连续性方程、动量
方程和能量方程等。本章将用这组基本方程分析一种自然界常见的流体运动形式，
即流体的涡旋运动。

流体的涡旋运动指的是每个流体质点都有自旋（角速度不为零）的运动。著名学
者陆士嘉曾精辟地指出：流体的本质就是涡，因为流体经不起搓，一搓就搓出了涡。
在流体中存在许多不同尺度的涡，它是一种常见的运动形式。例如台风和龙卷等重
要天气现象就是典型的涡旋运动。由于地球的自转效应，大气运动总是有旋的，并且
这种涡旋运动与天气系统的发生、发展有着密切的联系。此外，流体绕过固体后形成
的一系列涡旋，例如三角翼上脱体涡的形成与破裂等，都对其承载及动力学特性产生
重要影响。因此，研究涡旋运动具有明显的实际意义。另一方面对无旋运动可利用
速度势φ，通过求解关于φ的拉普拉斯方程（或泊松方程）和拉格朗日积分来得到流
动的解；而对有旋运动则只能从最原始的微分方程组出发，因此，研究涡旋运动还具
有重要的理论意义。

本章研究涡旋的一般运动规律，全章内容分为三部分：第一，介绍涡旋运动的概
念及描述涡旋的有关物理量；第二，讨论涡旋的运动学及动力学性质，揭示涡旋运动
保持的条件及其产生、消亡及变化的规律；第三，通过涡量场求速度场并分析一些特
殊的涡旋现象。

4.1 涡旋运动概念

4.1.1 涡旋运动描述

所谓涡旋运动指的是流体微团的旋转角速度ω≠0，或速度场V（x，y，z，t）的旋
度（涡量）Ω=

Δ

×V≠0，即存在一个涡量场Ω=Ω（x，y，z，t）。前者是从质点的观点
考虑，后者是从场的观点考虑，两者之间关系为ω=Ω/2。将Ω≠0的流体运动称为
有旋运动或涡旋运动，反之称为无旋运动。

在2.5节中曾经指出，判断流体运动是否有旋不能依流线或质点轨迹的弯直而
定，而必须考虑它的涡量是否为零。例如，在平面点涡流场中，vr =0，vθ =k/r（k为常
数），流体质点的迹线为同心圆，但除原点（奇点）外处处无旋，即流体微团不自旋



ω=0，或涡量场Ωz = （

Δ

×V）z≡0；而在简单剪切流场中，u=ky，v=w=0，流体
质点的迹线为直线，流动却处处有旋，即流体微团要做顺时针旋转，或涡量场Ωz =-
k≠0。总之，描述涡旋运动最基本的物理量是由速度分布决定的涡量，即

Ω =

Δ

×V （4.1）
它是一个矢量场。在流体力学中对涡旋运动的分析，往往也是对涡量场的分析，在直
角坐标系（x，y，z）中，涡量可以表示为

Ω =

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v w

= ∂w
∂y-∂v∂z（ ）i+ ∂u

∂z-∂w∂x（ ）j+ ∂v
∂x-∂u∂y（ ）k （4.2）

在柱坐标（R，φ，z）中，有

Ω = 1
R
∂vz

∂φ
-∂vφ

∂z（ ）eR + ∂vR

∂z -∂vz

∂R（ ）eφ +1
r
∂（Rvφ）
∂R -∂vR

∂φ[ ]ez （4.3）

在球坐标系（r，θ，φ）中，有

Ω = 1
rsinθ

∂（vφsinθ）
∂θ -∂vθ

∂φ[ ]er+1
r

1
sinθ

∂vr

∂φ
-∂

（rvφ）
∂r[ ]eθ+1

r
∂（rvθ）
∂r -∂vr

∂θ[ ]eφ

（4.4）
常见的流体涡旋运动常常表现为不同的运动形式。例如，剪切层或物面附近边

界层中涡旋运动表现为层状涡（涡层），而大气中的大尺度气旋、常见的澡盆涡等表现
为柱状涡。

图4.1 涡线

4.1.2 涡线、涡面和涡管

（1）涡线
根据矢量场几何描述的一般形式，可以用矢

量线来描述涡量场Ω（x，y，z，t），这些矢量线就
是涡线，它是在某一时刻画的空间曲线，该曲线
上每一点切线方向与此时刻这一点的涡量方向

重合。由于Ω=2ω，所以涡线也可以看作流体微
团的瞬时转动轴线，就如同穿在一根铁丝上的一
串旋转珠子，如图4.1所示。

与流线微分方程类似，涡线微分方程可表达为

dr×Ω =0 （4.5）
式中，dr为涡线切向矢量元。上式在直角坐标系中的具体形式为

dx
Ωx

=dy
Ωy

=dz
Ωz

（4.6）
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通常，涡量Ω是x，y，z，t的函数，所以涡线的形状在非定常流动时随时刻t变化，而在
定常流动中不随t变化。当给出速度V时，可求出涡量场Ω=

Δ

×V，利用涡线微分方
程进行积分求出涡线。对空间积分时，视参变量t为常数。

（2）涡面和涡管
通过任一条非涡线曲线上所有点作涡线，所组成的面称为涡面。显然，在涡面上

Ω·n=0，其中n为涡面的外法向矢量。
任取一条封闭的非涡线曲线，在同一时刻过该曲线的每一点作涡线，则这些涡线

形成的管状曲面称作涡管。在涡管上Ω·n=0。

4.1.3 涡通量和速度环量

图4.2 涡通量与速度环量

涡量描述的是流体旋转的局部性质。现
在介绍描述流体旋转整体性质的物理量，即
涡通量和速度环量。

（1）涡通量
如图4.2所示，通过任一曲面S的涡量的

通量定义为

J=∫S
Ω·ndS （4.7）

式中，n为面元dS 的外法线单位矢量，式
（4.7）描述了曲面S上各流体微团围绕法线
旋转的总效果，称为涡通量。

（2）速度环量
某一时刻，速度矢量沿有向闭合曲线L的积分为

Γ=∮L
V·dl=∮L

（udx+vdy+wdz） （4.8）

式中，dl为曲线L的切向元矢量，式（4.8）描述了曲线L上各流体质点沿曲线回转的
总倾向，称为沿该曲线的速度环量，又称环流。

必须注意，速度环量Γ的符号与流速V的方向及积分回线方向有关。当V·dl＞0
时，说明该点的速度有沿曲线dl方向的分量，即该点有沿曲线dl方向运动的趋势。若

Γ≠0，则表明曲线上所有流体质点具有沿曲线L运动的总趋势。由于速度场V 在空
间中连续分布，对于曲线L张成的任意流体曲面也就具有旋转的趋势，又可用速度环
量来表征有限范围流体面在某一时刻总的旋转趋势。

因此，可以按照所研究的对象：流体质点或有限范围的流体面，分别采用涡量Ω
及速度环量Γ来描述流体的涡旋运动。实际上，它们又是密切关联的。根据速度旋度
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定义Ωn =lim
ΔS→0∮L

V·dl ΔS，涡量在n方向的分量，就是该点处以此方向为法线面元

上速度环量的面密度Ωn =dΓ/dS。
对于一个有限曲面，周线上的速度环量与内部各点的涡量之间有什么联系，下面

的斯托克斯定理回答了这一问题。
（3）涡通量与速度环量的关系
根据斯托克斯公式，通过任一曲面的涡通量等于绕其边界线的速度环量，即

J=∫S
Ω·ndS=∮L

V·dl=Γ （4.9）

式中，法向n与回线L正向的关系用右手法则确定。式（4.9）表明，通过有限曲面的涡
通量等于沿此曲面周界的速度环量。

涡量场还具有以下重要性质，涡量场的散度等于零，即

Δ

·Ω =0，从而通过任意

封闭曲面的涡通量为零，即∮S
Ω·ndS=0，利用矢量分析中的高斯公式，容易给出后

者的证明。

4.2 涡旋运动学性质

4.2.1 亥姆霍兹第一定理

首先讨论涡旋运动的空间分布特性。由于涡量场是无源（无散）场，它具有管形
场的特性，即在同一瞬时、同一涡管的不同截面处的涡通量相等，这就是亥姆霍兹第
一定理，或称涡通量沿涡管不变定理，其数学表达式为

∫S
Ω·ndS= 常数 （4.10）

图4.3 涡管强度

式中，常数仅与时间t有关。下面简要
证明之。

取一涡管，如图4.3所示，由S1，S2

和S3 构成封闭曲面σ，其中S1，S2 分别

为涡管截面，S3 为涡管侧表面。根据涡
量场性质：通过封闭曲面的涡通量为
零，即

J=∮σ
Ω·ndS=∫S1

Ω·ndS+∫S2
Ω·ndS+∫S3

Ω·ndS=0

因涡管侧面Ω·n=0，故上式最后一项等于零；又因n为σ的外法向矢量，对截面S1
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引进内法向矢量n′1=-n1，则上式变为

∫S2
Ω2·n2dS=∫S1

Ω1·n′1dS

由于S1，S2 为任取截面，所以∫S
Ω·ndS= 常数，于是定理得证。

正是由于在指定时刻，通过给定涡管任一截面的涡通量是一常数，因此，它描述
了该时刻该涡管内流体旋转的整体特性，称为该涡管的涡管强度。

若涡管截面很小，其上各点涡量近似均匀分布，且取涡管截面与涡量方向垂直，则
定理近似写为Ω1S1 =Ω2S2。可见，对同一涡管，截面积越小，涡量及旋转角速度越大。

由亥姆霍兹第一定理，可以得到如下重要推论：涡管不能在流体内部产生或消
失，只能在流体中自行封闭成涡环，或延伸至无穷远处。

图4.4 固壁附近的涡管

若涡管在流体内部中止，只有两
种可能情形：第一种是涡管截面积趋
于无穷大，其在物理上是不可能实现
的；第二种是涡管突然中断，此时由
涡管一端进来的涡量矢量无法从另

一端出去，这与涡量场是管形场相矛
盾。这里指出，涡管起止于自由面的
情形包含在流体中涡管须封闭成环

的情形中，因为在自由面上方的另一种流体必定存在与自由面下方涡管相连的涡管。
黏性流体在不旋转固壁附近的涡管如图4.4所示。

综上所述，若不考虑现实中不存在的无穷远情形，可以得出如下结论：在任何流
体中，涡管形态只能是自行封闭成环，即涡环。因此，涡环的产生、演化、合并等动力
学过程的研究具有实际的物理意义。

4.2.2 速度环量随体导数

考虑一条封闭曲线L，它不是由固定空间点组成的一条几何曲线，而是由确定的
流体质点组成的所谓“物质环线”。由于流体运动时环线上各质点的速度不同，因此
在下一时刻该物质环线的位置和形状都将发生变化，根据流体的连续性，可以证明，
这些确定的质点仍将组成一新的封闭物质环线，且保持其相对位置不变。接下来要
讨论的是沿物质环线的速度环量Γ对时刻t的导数，又叫环流加速度。

首先建立速度环量的随体导数。沿物质环线速度环量的随体导数等于沿此物质
环线的加速度环量，或简言之，环流的加速度等于加速度的环量，即

dΓ
dt=∮L

dV
dt

·dl （4.11）
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显然，这是一个瞬时关系式，现证明之。
如图4.5所示，L与L′是物质环线在两个不同时刻t和t+Δt的位置，原来相距

δl的两邻近点A 和B，在下一时刻分别运动至A′和B′。图中d表示对时间的微分，δ
表示对空间的微分。物质环线上速度环量对时间的随体导数，可写为

dΓ
dt= d

dt∮L
V·dl=∮L

dV
dt

·δl+∮L
V·d

dt
（δl）

考虑右端第二项，由图4.5可知，

Vdt+δl+d（δl）=δl+（V+δV）dt
从而有

d
dt

（δl）=δV

故 ∮L
V·d

dt
（δl）=∮L

V·δV =∮L
δ V2

2（ ）≡0

再将δl改记为dl，得证。

图4.5 速度环量的随体导数

以上是从运动学角度阐明环流加

速度与加速度环量之间的联系，仅从连
续性假设为前提出发，而与流体的性质
（如黏性、压缩性）以及作用在流体上力
的性质无关。除了关于涡管形态的讨
论以外，本节的结论属于流体运动学，
故对于理想流体和黏性流体都适用。

4.3 涡旋动力学性质

本节讨论涡旋运动生消变化的动力学规律，与流体的性质和作用力性质有关。
常用的研究方法有两种，一是以流体质点为研究对象，从涡量方程入手进行讨论；二
是先研究一个有限范围的流体块，从速度环量入手讨论其守恒变化规律，进而分析各
处涡旋的运动性质。这里着重介绍后一种方法。下面分别讨论涡旋运动的守恒与生
消变化规律。

4.3.1 涡旋守恒性

所谓涡旋的守恒是指涡旋这种性质的保持性，不是指各点涡量是否发生变化。
下面讨论在什么条件下涡旋运动是守恒的，以及应遵循的原则，重点讨论开尔文环量
守恒定理，以及它的几个重要推论：拉格朗日定理和亥姆霍兹第二、第三定理。

（1）开尔文定理（又称速度环量守恒定理）
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它回答在什么条件下，沿物质环线的速度环量不随时间变化，即dΓ/dt=0。
从速度环量的随体导数出发，利用动量方程，将加速度与力联系起来。将理想流

体的动量方程（3.9）代入速度环量随体导数关系式（4.11），得

dΓ
dt=∮L

dV
dt

·dl=∮L
F·dl-∮L

1
ρ

Δ

p·dl （4.12）

此式表明，速度环量变化的原因是由于存在各种力的环量。上式右端第一项为质量力
的环量，第二项为气压梯度力的环量。若考虑流体的黏性，还应有第三项黏性力的环

量（黏性力为ν

Δ

2V，对应环量为∮L
ν

Δ

2V·dl）。如果这三种力的环量为零，则速度环量

Γ保持不变。
首先考虑理想（无黏）流体，故不存在黏性力环量。其次，若质量力有势（无旋），

则存在力势函数U，使得F=-

Δ

U，此时质量力沿封闭曲线的环量为零，即

∮L
F·dl=-∮L

Δ

U·dl=-∮L
dU =0

最后，若流体正压，则气压梯度力无旋（有势），即存在正压函数P=∫dp/ρ，使-

Δ

p/ρ=

-

Δ

P。由此，气压梯度力沿封闭曲线的环量亦为零，即

-∮L

1
ρ

Δ
p·dl=-∮L

Δ
P·dl=-∮L

dP=0

由此可见，黏性、斜压及质量力无势是引起速度环量发生变化的三大因素。当这些因
素都不存在时，则速度环量保持不变，即

dΓ
dt=0

这就是著名的开尔文定理，又称速度环量守恒定理。它表明，理想正压流体在有势质
量力的作用下，沿流体内任一封闭物质环线的速度环量不随时间改变。

下面从开尔文定理出发，研究环线内部涡旋运动的守恒性。
（2）拉格朗日定理（又称速度势存在定理）
理想正压流体在有势质量力作用下，若某一时刻流体的某一部分无旋（存在速度

势），则在这以前或以后的任何时刻，该部分流体也无旋（仍存在速度势）。
现利用斯托克斯公式进行推证。
设某时刻t，无旋流体中物质环线为L，所张物质面为S。利用斯托克斯公式，得

Γ=∮L
V·dl=-∫S

Ω·dS=0

在之前或之后的另一时刻t′，根据流体介质的连续性，组成物质环线L，也即物质面S
的流体质点，必相应组成物质环线L′及物质面S′（张于L′上），由开尔文速度环量守
恒定理，在理想、正压和质量力有势三个条件下，沿物质环线的速度环量保持不变，即
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在t′时刻

Γ′=∮L′
V′·dl′=-∫S′

Ω′·dS′=0

由于物质环线及其上所张物质面为任意取之，欲使上述面积分等于零，必对每个小面
元都有

Ω′·dS′=Ω′·ndS=0
这只有两种可能：一是各处涡量方向与面元方向垂直，即Ω′⊥n′；二是各处涡量为
零，即Ω′=0。由于面元可以任取，故前一种可能性不存在，结论只能是后者，即各点
无旋，于是定理得证。

由拉格朗日定理还可得到如下结论：当满足定理条件，若在某时刻某一部分流体
有旋，则在之前或之后任何时刻这部分流体亦有旋。将此部分内容直接并入拉格朗
日定理，统称涡旋不生不变定理。它表明，在理想、正压和质量力有势三个条件下，无
旋运动则永远无旋，有旋运动则永远有旋。即涡旋（或无旋）运动具有保持性。当研
究范围缩小到一个流体质点时便可得出结论：满足定理条件时，无旋运动中的流体质
点不可能获得涡量，涡旋运动中的流体质点也不会失去涡量。应当指出，涡旋守恒并
不意味着涡旋运动中各流体质点的涡量大小方向不改变，而仅强调涡旋的保持性。

（3）亥姆霍兹第二、第三定理（又称涡线、涡管和涡管强度保持不变定理）
理想正压流体在有势质量力的作用下，涡线、涡管守恒（亥姆霍兹第二定理），涡

管强度守恒（亥姆霍兹第三定理）。
所谓涡线守恒指的是物质点的守恒（保持性）。即某时刻在一根涡线上的诸物质

点，在之前或之后的各个时刻，仍构成一根涡线；或者说，涡线在空间中与构成它的物
质点一起移动，好像物质点与涡线“冻结”在一起，这就是涡线守恒。涡管守恒的含义
与之类似。下面首先证明涡管守恒。

在涡管表面上任取一由流体质点组成的封闭曲线C，因涡量Ωn 在涡管表面处处

为零，由速度环量与涡通量的关系，沿C的速度环量为

ΓC =∫S
Ωn·dS=0

式中，S为以闭曲线C为周界的涡管表面。再由开尔文定理，在满足无黏、正压和质量
力有势三个条件时，ΓC不随时间而变，在任一时刻均为零，从而可知通过S的Ωn在任

一瞬时均为零，因S为任意取之，所以涡管表面的流体质点永远构成涡管表面，即涡
管守恒。

由于涡线是两个涡管的交线，所以可推知涡线守恒。另一方面，由于涡线可以看
作涡管截面收缩为点的极限情形，亦可推知涡线守恒。

上面求证了亥姆霍兹第二定理，又称涡线涡管保持定理。下面证明亥姆霍兹第三
定理：在前述条件下，涡管强度在运动中保持不变，因此又称涡管强度保持定理。

911第4章 流体涡旋运动基础



用一闭合流体线C包围涡管，由开尔文定理dΓ/dt=0，根据涡通量与速度环量
关系，J=Γ= 常数，即涡管强度保持不变。顺便指出，由确定流体质点组成的涡管，
在不同时刻有不同的形状和截面积，但涡通量保持不变。显然对截面上某一确定的流
体质点来说，涡量的大小和方向是可以发生变化的。

上面论证了在理想、正压和质量力有势三个条件下，涡旋守恒的三个主要定理。
这些定理全面描述了涡旋守恒的规律。对大范围流体面，有沿物质环线环量的守恒
性；对物质点，涡旋以及无旋运动有保持性。

4.3.2 涡旋产生、发展和消亡

涡旋的守恒是以理想、正压和质量力有势这三个条件为前提，当其中任一条件不
满足时，涡旋守恒将被破坏，涡旋运动便可产生或消失。所以，黏性、斜压及外力无势
就是产生涡旋运动的三个重要因素。由于实际流体都是黏性流体，所以在实际生活
中常常看到涡旋不守恒的例子，例如划船时会产生涡旋，它又会随时间慢慢消失。下
面分别介绍三种因素对涡旋生消变化的作用规律。

（1）黏性流体中涡旋的产生与扩散
对于黏度系数为常数的不可压缩均匀流体绕物体流动的情形，若外力有势，则物

面是唯一的涡量源。形象地说，在不可压缩黏流中固壁附近的涡量是“搓”出来的。
首先说明为什么在不可压缩黏流中涡量必定会在物面处产生。设在t=t0 时刻

流场无旋，可用速度势的拉普拉斯方程求解流场，但仅需物面法向速度即可唯一地确
定无旋解。因此，一般地，壁面处的黏附条件必然要被破坏，结果在物面上形成非零
相对切向速度。此时，必然会在物面上产生刚好足够的涡量，使其诱导的速度场与无
旋解一起使得切向速度等于零，从而保证黏附条件的满足。同时由于黏性，将产生的
涡量通过对流、扩散传输到流体内部。有关涡旋扩散现象将在后面章节中详细讨论。

其次，定义物面涡量源强度为

σ=-ν∂Ω∂n 
（在固壁边界面上） （4.13）

式中，负号代表沿物面外法向，离开物面时 Ω 将减小，其最大值发生在物面上。
最后，以平面固壁为例，考察涡量从物面上产生的机制。在平板上，如图4.6所

示，由上述定义，有

σx =-ν∂Ωx

∂z =-ν∂∂z
∂w
∂y-∂v∂z（ ）=ν∂

2v
∂z2 =ν

Δ

2v

因为当z=0时，物面上u，v，w均为零，它们对x，y的偏导数也等于零。由涡量场是
无散场的条件，可知∂w/∂z=0。另一方面，在固壁上动量对流效应不存在，dV/dt=
0，若不计质量力F，则在固壁处黏性扩散力必须与气压梯度力相平衡（根据第6章不
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可压缩黏流的N-S方程），即ν

Δ

2V =

Δ

p/ρ，将其代入σx的表达式，得

σx = 1
ρ
∂p
∂y

（4.14）

上式表明，在平面固壁处产生的涡量其大小取决于壁面附近沿流向的压强梯度值，而
产生出的涡量将平行于平板向流体内部扩散。

图4.6 壁面涡旋扩散

（2）斜压流体中涡旋的产生

①斜压流体（压容力管）
在3.4节中指出，若某一时刻流体的密度仅仅是压强的函数ρ=ρ（p），则称此流

体为正压流体。引入比容α=1/ρ，对正压流体，压强p和比容α（或密度ρ）的空间分布
特点是：等压面（p=常数）和等比容面（α=常数或等密度面ρ=常数）一定重合，如
图4.7所示。斜压流体即非正压流体，在某时刻比容α（或密度ρ）不仅是压强p的函
数，而且还与温度等其他物理量有关。例如完全气体物态方程ρ=ρ（p，T）。此时等压
面与等比容面空间分布彼此不重合，而是相互交割成空间网格或“管子”形状，如图

4.8所示，称为压容力管（又称力管）。显然，说“流体斜压”与“存在力管”是等价的。

    图4.7 正压流体           图4.8 斜压流体（压容力管）
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②皮叶克尼斯定理

对正压流体ρ=ρ（p），引入正压函数P（p）=∫dp/ρ（p），则气压梯度力有势-

Δ

p/ρ=

-

Δ

P。然而，对斜压流体ρ=ρ（p，T）情况则不同，其气压梯度力无势，沿封闭回线的

环量不为零，即-∮L
（

Δ

p/ρ）·dl≠0。

现在仅考虑流体的斜压对速度环量变化的作用，则有

dΓ
dt=∮L

dV
dt

·dl=-∮L

1
ρ

Δ

p·dl=-∮L
αdp （4.15）

利用斯托克斯公式，将沿封闭曲线的线积分化为在所张曲面的面积分，于是

dΓ
dt=∫S

[

Δ

α×（-

Δ

p）]·dS （4.16）

式（4.16）称为皮叶克尼斯定理，它表明斜压性对速度环量变化的贡献。这是一个瞬
时关系式，在某一时刻只要给出斜压状态，即压强p及比容α的空间分布，便可计算
出该时刻沿L速度环量的随体导数。

图4.9 压容力管

利用压容力管可形象地表示斜

压状态，并赋予皮叶克尼斯定理以
直观的物理解释。

在所研究的空间范围内，根据
某时刻的p-α空间分布，分别画出

p和α的等值面，交割成压容力管，取
相邻等p面间相差一个压强单位，相
邻等α面间相差一个比容单位，这样
构成的力管称为单位压容力管，如
图4.9所示。由此，气压梯度力沿总
周线L的环量（线积分），可表示为沿诸单位力管边界周线的环量（线积分）之和，即

dΓ
dt=-∮L

1
ρ

Δ

p·dl=-∮L
αdp≈∑

N

i=1∮li
αdp （4.17）

式中，N是L内所包含的单位力管总数。于是问题归结为求每个单位力管周界上的线

积分-∮li
αdp。

任取一个单位力管，设p-α空间配置如图4.10所示，从

Δ

α沿较小角度转向-

Δ

p
时，转动方向为逆时针方向，恰与周线的正方向一致。由此可计算出沿li的环流为

-∮li
αdp=-{（αi+1）[pi-（pi+1）]+αi（pi+1-pi）}=+1

上式表明，该单位力管对环量随体导数dΓ/dt的贡献是+1，使dΓ/dt＞0，若规定逆
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图4.10 正单位力管           图4.11 负单位力管

时针环量为正，则它表示沿逆时针速度环量有增大的趋势，这种单位力管称为正单位
力管。

如果改变p-α空间配置，如图4.11所示，从

Δ

α沿较小角度转向-

Δ

p的转动方
向不是逆时针，而是顺时针（与周线li的正方向相反）。则沿li的线积分为

-∮li
αdp=-{αi[pi-（pi+1）]+（αi+1）（pi+1-pi）}=-1

此单位力管对速度环量变化的贡献为-1，使dΓ/dt＜0，即速度环量有朝顺时针方向
增加的趋势，这种力管称为负单位力管。

由上面分析可以看出，不论是正单位力管还是负单位力管，速度环量变化的方向
与

Δ

α向-

Δ

p的转动方向相一致。总之，不管p-α关系如何配置，

Δ

α向-

Δ

p的转
向只有两种可能，即逆时针或顺时针，因而单位力管的性质不是正就是负，它对

dΓ/dt的贡献非+1即-1。所以沿诸单位力管的线积分之总和为

dΓ
dt≈∑

N

i=1∮li
αdp=N+-N- （4.18）

式中，N+与N-分别表示总单位力管中正力管与负力管的数目。
皮叶克尼斯定理的另一种表述：理想斜压流体在有势质量力的作用下，沿流体中

任一封闭环线速度环量的随体导数等于包围在该环线内正、负单位压容力管数目之
代数和。

以上表述法与面积分表达式（4.16）完全等价。实际上，[

Δ

α×（-

Δ

p）]·dS就是
面元dS上的单位力管数目。如果p-α配置从

Δ

α转向-

Δ

p为逆时针方向，则

Δ

α×
（-

Δ

p）方向与面元dS方向一致 （或夹角小于90°），[

Δ

α×（-

Δ

p）]·dS＞0，对dΓ/dt
的贡献为正，使速度环量朝逆时针方向增加（与

Δ

α转向-

Δ

p方向一致）；反之，若

Δ

α
转向-

Δ

p为顺时针方向，则速度环量变化方向也是顺时针，即速度环量变化方向总是
与p-α配置中

Δ

α转向-

Δ

p的方向一致。这些结论与前述对单位力管的分析是一致的。
为什么斜压会引起速度环量变化？力管的存在是速度环量变化的动力原因，其本
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质是因为沿周界L存在气压梯度力环量，使流体质点具有沿切线方向加速运动的趋
势。为便于理解，研究一个矩形截面的单位力管（等α线与等p线正交）所包围的流体
小方块。显然，在它的两条等α线（侧边）上，不仅气压梯度力 （-αdp）的环量大小不
相等，而且气压梯度力 （-

Δ

p/ρ）本身大小也不相等（与α成正比）；或者说，气压梯度
力沿等p线呈切变分布。由此流块便受到一个总的合力矩作用，产生加速度的旋转，
周线上的速度环量将发生变化。特别指出，力环量是某一时刻空间力场分布的曲线积
分，它并不是力矩也不是力所做的功。环流加速度与力环量之间的关系，并不是功能
关系。当然，就速度环量变化的过程而言，会伴有能量形式的转换。例如，当速度环量
增大，有其他形式的能量通过气压梯度力做功转换为流体环流运动的动能。由于这种
做功本领与流体的斜压性有关，故有时俗称斜压能。

某一时刻斜压状态引起的速度环量变化能否一直继续下去？分析一个单位力管
会发现，速度环量变化的趋势总是使较轻的流体（ρ小或α大）由高压流向低压，较重
的流体则由低压流向高压，流动的结果，将使等比容面趋于与等压面平行（重合），即
力管趋于消失，速度环量将不发生变化。这样，斜压力管的存在造成了速度环量的变
化，而速度环量变化后又反过来破坏力管，使流场趋于正压性。由此表明，流体斜压性
本身就包含着消灭它自己的内在因素，并使其自身向对立面转化。

利用皮叶克尼斯定理，可以方便地由斜压性的分析定性判断速度环量的变化趋
势。作为一般例子，以下分析因地面加热不均匀形成斜压引起速度环量变化的情形，
如图4.12所示。

图4.12 地面加热不均匀导致速度环量变化

首先解释，为什么之前正压分布的大气，当地面加热不均匀时会变为斜压。先分
析等p面变化，根据静力学平衡方程

Δ

p=-ρgk=-（g/α）k可知，暖区α要增大（受
热膨胀），压强梯度值减小，等压面要变稀，而冷区情况则相反，这使等p面要向冷区
倾斜。再分析等α面变化，利用状态方程pα=RT，考察同一等压面上处于冷、暖地区
的两个点，显然暖区的α值大些，考虑到沿铅直方向α随高度而增大，因此，等α面将
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从暖区向冷区上空翘起，或者说，等α面向暖区倾斜，这样等p面与等α面不再重合，
而是互相交割形成力管，大气由正压变成斜压。画出

Δ

α与-

Δ

p的指向，很容易利用
皮叶克尼斯定理决定此时速度环量的变化率。事实上，若本来空气静止，则要产生环
流（暖区上升，冷区下沉）。或者从涡旋运动来说，原本静止时为无旋，现在产生环流，
内部必有流体质点产生不为零的涡量，这就是斜压性产生的涡旋运动。

下面应用上述方法分析一些具体实例。
信风（贸易风）
如图4.13所示，由于地面温度分布不均匀，对北半球，赤道地区为“暖区”，而北

极地区为“冷区”。这样，等p面与等α面互相交割构成力管，产生如图所示的逆时针
环流：在近地面空气由北向南流动，在赤道地区上升，在高空流回北极，然后下沉。这
就形成赤道国家出现的贸易风。

海陆风

白天陆地受热大于海洋，等α面向海洋翘起，近地面出现海风，如图4.14所示。
晚间则相反，出现陆风。

图4.13 信风（贸易风）          图4.14 海风

山谷风

白天山坡受热较大，等α面向谷地翘起，出现谷风，晚间则相反，出现山风，如图

4.15所示。
另外，海流也是如此，当压强和温度相同时，盐度较大的海水则密度也较大，因

此，若含盐度不同的海水相遇，可出现等压面（近似水平面）与等比容面相交的情况，
这时将形成环流，盐度较大的水向下流，而盐度较小的水向上流，如图4.16所示。

（3）外力无势时涡旋的产生
转动参考系中的科里奥利力是一种常见的无势力，现在研究它对涡旋产生的作

用。在旋转地球上分析大气的相对运动，需引进两种惯性力，即惯性离心力fr =ω2R=

Δ

（ω2R2/2）和科里奥利力（简称“科氏力”）fk =-2ω×V，前者为有势力，后者为无势
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      图4.15 山风           图4.16 含盐度不同产生的环流

力。其中ω是地球自转角速度，R是地轴到流体质点的径向矢量，V是流体质点相对地
球的速度。重力是引力和惯性离心力的合力。现在假设大气无黏、斜压，考虑到重力有
势g=-

Δ

U，则动量方程为

dV
dt=g-1

ρ

Δ

p+fk =-

Δ

U-1
ρ

Δ

p-2ω×V

因此，环流变化率为

dΓ
dt=∮L

dV
dt

·dl=∫S
[

Δ

α×（-

Δ

p）]·dS-2∮L
（ω×V）·dl （4.19）

上式右边第一项为斜压性对速度环量变化的作用；第二项正是要讨论的科里奥利力
的环量，这里不妨采用几何的方法讨论。

由矢量运算法知：（ω×V）·dl=ω·（V×dl）。在几何上，它表示由ω，V及dl这
三个量构成的平行六面体的体积，其符号的正负取决于这三个矢量的相互位置关系，
如果把ω看作该平行六面体的高，则其体积就等于ω乘以与ω相垂直的横截面积。考
虑到这里的ω沿地轴方向，横截面与赤道平面平行，横截面积就是由V与dl在赤道平
面内的投影构成的小平行四边形面积。原先的物质环线L在赤道平面内的投影为

L′，它所包围的面积为S′。当流体运动时，物质环线变形，S′发生变化。∮L′
V×dl的大小

表示整个物质环线L运动时，它在赤道平面内的投影面积S′的时变率dS′/dt，于是有

∮L
（ω×V）·dl=∮L′

ω·（V×dl）=ω·∮L′
（V×dl）=ω·dS′

dt =ωdS′
dt

这里已考虑ω为常矢量，并且S′的正向与ω 相同。这样，斜压与科氏力引起环流变
化的总效应可写为

dΓ
dt=N+-N--2ωdS′

dt
（4.20）

因此，除了力管要引起环流变化外，物质环线在赤道平面内的面积变化也将引起环流变化。
回过来考虑前面提到的贸易风。在北半球取一个近于纬圈的物质环线，由于近

地面空气从北向南运动，该物质环线在赤道平面内的投影要增大，产生对dΓ/dt的负
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贡献，即从北极看要产生顺时针环流。结果，贸易风不是严格地从北向南吹，而是自
东北向西南吹。实际上就是科氏力使原来自北向南的运动偏向右侧，这是与实际观
测相符合的。

前面是从速度环量入手研究流体的涡旋运动。下面简单介绍如何直接从涡量方
程入手研究涡旋运动。对兰勃方程两端取旋度，得

Δ

× ∂V
∂t（ ）+ Δ

×

ΔV2

2（ ）- Δ

×（V×Ω）=

Δ

×F-

Δ

× 1
ρ

Δ

p（ ）
因为

Δ

× ∂V
∂t（ ）=∂Ω∂t

Δ

×

ΔV2

2（ ）=0

Δ

×（V×Ω）= （Ω·

Δ

）V-（V·

Δ

）Ω-Ω（

Δ

·V）（因（

Δ

·Ω）V≡0）

Δ

× 1
ρ

Δ

p（ ）= Δ

α×

Δ

p

从而有

dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V+Ω

Δ

·V =

Δ

×F+

Δ

α×（-

Δ

p） （4.21）

这就是理想流体的涡量方程（黏性流体涡量方程多一项ν
Δ

2Ω，见第6章）。
涡量方程是研究涡旋动力学的基本方程，它反映了涡旋变化的基本规律，方程

（4.21）右端就是各种力的旋度，包括质量力的旋度和气压梯度力的旋度，对黏性流体
还有黏性力的旋度。因此，黏性、斜压、质量力无势就是涡旋变化的三个动力学原因。
当它们都不存在时（即理想正压流体、质量力有势），得

dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V+Ω

Δ

·V =0 简记为  HelmΩ =0 （4.22）

上式又称为亥姆霍兹方程。数学上可以证明，任一矢量场a，只要满足 Helma=0，其
矢量线、矢量管以及矢量管强度必守恒，因此，由亥姆霍兹方程可直接得到亥姆霍兹
涡旋守恒定理（第二及第三定理）。从亥姆霍兹方程再次验证，所谓涡旋守恒，即

HelmΩ =0并不意味着dΩ/dt=0或∂Ω/∂t=0。

4.4 涡量场确定速度场

涡量场和速度场从不同侧面反映了流体的空间运动特性，两者是紧密联系的。
已知速度场，通过空间微分可得到涡量场；反过来，已知涡量场，也可通过逆运算（积
分）求得相应的速度场。散度场与速度场也有类似的关系。在实际中常常遇到由涡
量场决定速度场的问题，例如大气中出现的旋风将使周围的流动怎样变化，机翼理论
中涡旋的分布如何影响绕流特性等。下面介绍如何由涡量场及散度场决定速度场。先考
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虑有散无旋及有旋无散的简单情形，然后再讨论同时有速度、散度及涡量的一般情形。

4.4.1 无旋有散和无散有旋速度场

（1）无旋有散场速度场
已知

Δ

×V =0，

Δ

·V =Θ，求速度场V。
因为无旋，可引进速度势φ（V =

Δ

φ），并将

Δ

·V =Θ改写为Δ

2φ=Θ
由此求解速度场V的问题，归结为由泊松方程求解φ的问题，得到φ后即可由V=

Δ

φ
求出速度V。

（2）无散有旋场速度场
已知

Δ

·V=0，

Δ

×V=Ω，求速度场V。
对于平面流场，可由无散引进流函数ψ，由旋度表达式得ψ的泊松方程为Δ

2
ψ=-Ωz

由此解出ψ，就可得到平面流场V。
对一般空间流场，可用类似方法，因为

Δ

·V=0≡

Δ

·（

Δ

×A），引进矢量势A，使
之满足V =

Δ

×A，由此将求V的问题转化为求A的问题，利用旋度表达式得到A满
足的方程，即

Δ

×V =

Δ

×（

Δ

×A）=Ω 或  

Δ

（

Δ

·A）-

Δ

2A=Ω
由于满足此方程的A有很多，可以不失一般性地选择满足

Δ

·A=0的A作为解，这种
解可以证明总是存在的。因为若有A1是方程的解（

Δ

×A1 =V），但

Δ

·A1≠0，总有一
个标量函数f，使

Δ

·A1 =

Δ

2f，此时取A2 =A1-

Δ

f，则A2 即满足

Δ

×A2 =

Δ

×A1

=V，又满足

Δ

·A2 =

Δ

·A1-

Δ

2f=0，所以A2是所要找的解。因此同时满足

Δ

·A=
0的解A满足泊松方程

Δ

2A=-Ω
求出A，就可得到速度场V =

Δ

×A。
（3）求解泊松方程
综上所述，问题归结为求解泊松方程。例如已知散度场，泊松方程

Δ

2φ=Θ的
解为

φ（x，y，z，t）=- 1
4π∫τ

Θ（ξ，η，ζ，t）
r dτ （4.23）

若流场随时间变化，则t为参变量，这是一个瞬时关系式。x，y，z是场点坐标，ξ，η，ζ
是源点坐标，r= （x-ξ）2+（y-η）2+（z-ζ）㊣

2 是源点到场点的距离，如图4.17
所示，体积分是对源点分布区域τ进行的。下面推导该式。

先求空间点源对应流场的速度势。若点源单位时间体积流量为Q，由于对称性向
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图4.17 源点与场点

外流且不可压，故距离r处的径向速度
为vr =Q/（4πr2），由此求得速度势为

φ=∫∂φ∂rdr=∫vrdr=- Q
4πr

现在把散度场中某点M（ξ，η，ζ）处的小
块dτ视作空间点源，则其向外的体积流
量为Q=Θdτ（因散度Θ是相对体积发
散 率）， 它 引 起 的 流 场 速 度 势 为

-Θdτ/（4πr），整个有散区域τ引起的
流场速度势即为式（4.23）。实际上，

Δ

2φ=Θ与式（4.23）都是反映φ与Θ的关系式，
前者为微分关系，后者为积分关系。

同理，对于旋度场，泊松方程

Δ

2A=-Ω有解

A（x，y，z，t）= 1
4π∫τ

Ω（ξ，η，ζ，t）
r dτ

这是同时满足

Δ

·A=0的一个特解。可以证明，

Δ

·A=0的条件要求在Ω区域τ的
边界上，涡量的法向分量处处为零，否则，对解要进行修正。

4.4.2 有散有旋速度场

设在有限体积τ内给定散度场和涡量场，即

Δ

·V=Θ和

Δ

×V=Ω，求速度场V。
因问题是线性的，令V =V1 +V2，其中V1 是有散无旋部分，即

Δ

·V1 =Θ和Δ

×V1 =0；V2 是有旋无散部分，即

Δ

·V2 =0和

Δ

×V2 =Ω。于是直接用前面的结
果，分别求出V1 和V2，叠加得

V =V1+V2 =

Δ

φ+

Δ

×A=

Δ-1
4π∫τ

Θ
rdτ（ ）+ Δ

× 1
4π∫τ

Ω
rdτ（ ）

4.4.3 线涡（涡丝）诱导速度场（毕奥-沙伐尔公式）

若孤立涡管的截面无限缩小，就转化为一根涡丝l。取一段微元涡丝dl（方向与Ω
相同），设截面积为dS，微元体积为dτ，则Ωdτ=ΩdS·dl=Γdl。涡管强度Γ即为涡
丝强度，这样，矢量势和速度场可分别表示为

A= 1
4π∫τ

Ωdτ
r = 1

4π∫l

Γdl
r  和  V =

Δ

×A= 1
4π

Δ

×∫l

Γdl
r

此处，Γ为常量。由于旋度运算是对场点坐标（x，y，z）微分，而涡丝dl处是源点，其坐

标为（ξ，η，ζ），见图4.18，r= （x-ξ）2+（y-η）2+（z-ζ）㊣
2，故速度场写为

V = Γ
4π∫l

Δ1
r（ ）×dl=-Γ

4π∫l

r×dl
r3
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上式为曲线涡丝l在场点P（x，y，z）所诱导的速度。微元涡丝dl所诱导的速度为

dV = Γ
4π

dl×r
r3 （4.24）

其大小为dV = Γ
4π

sinαdl
r2 。这就是著名的毕奥-沙伐尔（Biot-Savart）公式。

图4.18 涡丝         图4.19 毕奥-沙伐尔公式

必须强调，上述公式的意义是当流体中存在涡旋时，通过黏性作用，它会引起周
围流体的运动，在运动得到稳定之前黏性起主要作用；达到稳定后，黏性作用可以略
去，这时可以将流体作为理想流体来处理。从图4.19可以看到，涡丝上一段微元所
诱导的流动是以该微元段的延长线为轴线的圆周运动，其转动方向与该微元段的角
速度方向相同，并称涡丝引起的流体速度为诱导速度。

如果考虑一根无限长的直涡丝，设所求场点到涡丝的垂直距离为r，则对式
（4.24）积分得到此涡丝诱导的速度为

V = Γ
2πr

其实，它就是平面问题中点涡产生的平面流场，其在平面上速度分布的极坐标形式为

vr =0，vθ =Γ/（2πr）。容易验证，这是无旋运动。根据2.6.3节，点涡的速度势φ和流
函数ψ分别为

φ= Γ
2πθ

， ψ=-Γ
2π

lnr

其等势线θ= 常数是一族通过原点的射线，而等流函数线r= 常数是一族以原点为
中心的同心圆，两族曲线彼此正交。

以上分析表明：① 涡丝本身是有旋的，但其诱导的速度场却是无旋的；② 涡丝诱
导的流场可以划分为两部分，即中心旋度区，它是涡丝本身（如龙卷、台风的核心），其
特点是流速与半径呈正比，且Ω≠0，第二部分是外围无旋区，即诱导速度区，其特点
是流速与半径成反比。
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4.5 兰金组合涡

本节通过对平面上不可压缩理想流体中一半径为r0 的圆形涡旋进行分析，希望
达到如下目的：第一，理解涡旋的一些重要性质；第二，进一步说明伯努利积分和拉格
朗日积分的应用范围，以及当两种积分均不适用时，如何通过直接积分欧拉方程求压
强分布。

在本节圆形涡旋模型中，圆形内部流体以匀角速度ω绕中心轴旋转，即圆形内流
体各点涡量为均匀常值Ω=2ω，其速度环量为Γ=2πωr2

0；圆形外部流体做无旋圆运
动（Ω =0）。这种涡旋称为兰金组合涡，中央部分像刚体旋转的流体叫作涡核。下面
研究此涡核外部和内部的速度场及压强场。

4.5.1 涡核外部速度和压强分布

在涡核外部，流体做无旋圆运动，根据4.4.3节对涡丝的讨论，其速度分布为

vr =0， vθ = Γ
2πr 

（r＞r0）

因涡核外流动无旋，故可以利用拉格朗日积分求外部压强分布。不考虑质量力，对不
可压缩流体做定常运动，有

V2

2 +p
ρ

=C

代入外边界条件p r→∞ =p∞ 和V∞ =Γ/（2πr）|r→∞ =0，可确定常数C=p∞/ρ。由
此得

p=p∞ -1
2ρV

2 （r＞r0）

由此可见，在涡核外部，当r→r0 时，速度增大，压强降低；当r=r0 时，涡核边缘上的
速度和压强分别为

VB = Γ
2πr0

， pB =p∞ -1
2ρV

2
B

4.5.2 涡核内部速度和压强分布

根据前面假定，在涡旋核心，流动定常、有旋，并以角速度ω旋转，故其速度分布
为V =ω×r，具体形式为

直角坐标系中     u=-ωy， v=ωx（r≤r0）

极坐标系中      vr =0， vθ =ωr= Γ
2πr2

0
r（r≤r0）
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容易验证，涡核内部ωz = （∂v/∂x-∂u/∂y）/2=ω≠0。
下面求涡核内部压强分布。由于此时流动有旋，故不能用拉格朗日积分；若使用

沿流线的伯努利积分，由于此时流线为同心圆族，故又无法求出不同流线沿径向的压
强分布。因此，为了确定沿径向的压强分布，必须根据已知条件对欧拉方程进行直接
积分运算。为此将直角坐标系的速度分布代入二维定常形式的欧拉方程中，略去质
量力，得

ω2x= 1
ρ
∂p
∂x

， ω2y= 1
ρ
∂p
∂y

将第一式和第二式分别乘以dx和dy，相加得

ρω
2（xdx+ydy）=∂p∂x

dx+∂p∂y
dy=dp

两边积分，并利用关系x2+y2 =r2 和V =rω，得

p= 1
2ρω

2（x2+y2）+A = 1
2ρV

2+A

将边界条件：r=r0时，V r=r0=VB= Γ
2πr0

，p r=r0=p∞ -1
2ρV

2
B 代入上式以确定积

分常数A，得

A =p∞ -ρV
2
B

所以有

p-p∞ = 1
2ρV

2-ρV
2
B = 1

2ρr
2ω2-ρ

Γ
2πr0
（ ）2

由此可见，在涡旋核心区，压强与速度的平方呈线性关系，涡核中心处速度Vr=0=0，
对应压强为

pr=0 =p∞ -ρV
2
B =p∞ -ρ

Γ
2πr0
（ ）2

表明中心处压强pr=0较无穷远处压强p∞降低ρV
2
B，随着VB 愈大，压强下降得愈多。

图4.20画出了全流场的速度和压强分布规律。图中从涡核外到涡核内，压强不
断降低，在涡核内部愈接近中心，速度愈小，压强急剧减小，这样就在涡核中心处产生
一个吸力，可将外围物体吸向中心。涡旋中心压强降低规律可以解释自然界中见到
的现象。例如，台风或龙卷中心为低压区，特别是龙卷中心气压极低（因为它的Γ
大，r0 小），四周空气向中心剧烈辐合上升，可摧毁建筑物，并将重物举到空中。

值得注意的是，在涡旋核心区，压强和速度间关系与伯努利积分或拉格朗日积分
中压强和速度间变化规律正好相反，后者速度增大时压强减小，而前者速度增大时压强
增大。可见，若不注意伯努利积分和拉格朗日积分的使用条件，会发生很大的错误。

在实际问题中，常常会遇到在很薄一层流体中切向速度发生剧烈变化的情况，如
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图4.20 兰金组合涡的速度和压强分布

大气中冷暖空气接触处就是切向风速发生急剧变化的薄层。这种切向速度发生剧变
的薄层称为切向速度间断面，因为该层中流动是处处有旋的，所以又称之为涡层。实
验和理论分析都表明，涡层是不稳定的，微小的扰动即会使之发生变形，进而卷起成为
一串涡旋。理论上已经证明，只要涡层两侧存在速度差，无黏、不可压流体涡层必是绝
对不稳定的，这是涡层不稳定的充要条件，这类不稳定称为开尔文-亥姆霍兹不稳定。

另一类常见的涡旋发生的例子。当水流经桥墩时，会在其后左右两侧分离出两
列涡旋，它们两两间隔，旋转方向相反，并以小于流速的速度向后运动，冯·卡门从理
论上研究了这种双排涡列的稳定性，指出只有当h/l=0.2806时涡列才是稳定的，见
图4.21。现在，人们将柱状物体后交错排列的涡列统称为卡门涡街。卡门涡街的存
在常常会诱发和增强结构物的振动。若诱发振动的频率与结构物的自由振动频率相
近时，会使振动加强，甚至对结构物造成破坏。如美国塔科马海峡大桥在1940年11
月7日因涡街诱发强烈振动而导致坍塌。在流体流经山峰、海岛时也会在其后产生
涡街。人们发现，在一定条件下这些涡街可以维持很长时间，以致对整个大气环流或
洋流产生影响。

图4.21 稳定的卡门涡街
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应用例

例1 涡旋基本概念的应用
例1.1 求简单剪切流场中的涡线。
解：已知速度场：u=ky，v=w=0，可求得涡量场为

Ωx =Ωy =0， Ωz =-k
由涡线方程（4.6），有

dx=0， dy=0
因此，涡线方程为

x=C1， y=C2

式中，C1，C2 是积分常数。可以看出，涡线是与z轴平行的直线，当k＞0时，指向z
轴负方向（因Ωz=-k＜0）。

例1.2 已知流场：u=a y2+z㊣
2，v=w =0，求涡线。

解：先由速度场求出涡量场Ω=
Δ

×V，有

Ωx =0， Ωy = az
y2+z㊣

2
， Ωz = -ay

y2+z㊣
2

由涡线方程（4.6），有

dx=0， dy
az

y2+z㊣
2

= dz
-ay
y2+z㊣

2

经积分运算，得涡线方程为

x=C1， y2+z2 =C2

式中，C1 和C2 是积分常数。可以看出，涡线是垂直于x轴的平面上的同心圆，其方向
为顺着x轴看呈逆时针（a＞0）。

例1.3 若流体块像半径为a的刚性圆盘绕中心轴以角速度ω 旋转，如图4.22
所示，求各点的涡量及沿周界的速度环量。

解：这是所谓的“强迫涡旋”运动，其速度场为

vr =0， vθ =ωr
流场中各点均做有旋的圆周运动，且涡量相等，即

Ω=Ωz =2ω
通过求速度的线积分或求曲面的涡通量，可获得沿周界的速度环量为

431 流体力学基础与应用



Γ=ωa·2πa=2πωa2 或  Γ=πa2Ω=2πωa2

环量与涡量之间有如下关系：

Ω= Γ
πa2 = Γ

S

图4.22 强迫涡V ∝r

   

图4.23 自由涡V ∝1/r

例1.4 点涡运动如图4.23所示，其速度分布为vr=0，vθ=k/r，求各点的涡量
及沿任一闭合轴线上的速度环量。

解：中心点O是奇点（因vθ→∞），其他各点均做无旋圆周运动，即Ω=

Δ

×V=

图4.24 取封闭曲线

0。沿以O为圆心、r为半径的任意圆周上求速度的
线积分，可得速度环量为

Γ=∮L
V·dl=vθr·2π= k

r
·2πr=2πk

上述计算表明：环量值与半径r的大小无关，实际
上，沿包围O点任一闭曲线L′上的速度环量也都
是2πk。为了证明这点，做一条以O为圆心的圆周
线L，以及连接L与L′的任意曲线l，如图4.24所
示。考虑由L，l和L′所组成的封闭曲线，其所包围的
面积为S，其速度环量和通过S面的涡通量为零，即

∮L′
V·dl+∮l+

V·dl+∮l-
V·dl+∮-L

V·dl=∮S
Ω·dS=0

因沿曲线l来回积分∮l+
V·dl与∮l-

V·dl相互抵消，又∮-L
V·dl=-∮L

V·dl=-2πk，

所以有

∮L′
V·dl=2πk

得证。进一步推论可知，若所取封闭曲线不包围O点，则速度环量必定为零。因为曲线
所围面上各点涡量为零，即无涡通量。将位于O点的涡称为点涡，环量Γ=2kπ为点
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涡强度，这种流场又叫作“自由涡旋”场。点涡可理解为涡管截面缩为一点时的抽象
情形 ——— 涡丝与某二维平面的交点。

从例1.3和例1.4可以看出，作为描述速度场积分性质的速度环量，只能反映流
体曲面旋转的总趋势，不能反映其中每一点的旋转情况。或者说，涡通量只能反映曲
面上诸点总的旋转情况，不能反映每一点的涡量。如果流场某一范围内，有些地方的
涡量为正，另一些地方的涡量为负，则面上的总涡通量可能为零，即周线上不存在速
度环量。

例2 由速度分布求加速度环量

已知流体做平面运动，用极坐标表示的速度分布为vr =0，vθ = Γ0

2πr
（1-

e-r2/4νt），其中Γ0 和ν为常数，求加速度环量沿圆周r=R的积分。
解：由已知速度分布可知，径向速度恒为零，故仅存在纬向加速度，即

aθ =dvθ

dt+vrvθ

r =- Γ0r
8πνt2e-r2

4νt

根据涡旋运动学性质，加速度环量就是速度环量的随体导数，即

dΓ
dt=∮r=R

a·dl=∮r=R
aθdl=-∮r=R

Γ0R
8πνt2e-R2

4νtdl

=-Γ0R
8πνt2e-R2

4νt·2πR=-Γ0R2

4νt2e-R2
4νt

例3 涡旋守恒分析
例3.1 试分析图4.25所示剪切流动的涡旋守恒。
解：该流场为平面流场，速度分布为：u=ky，v=0，它是一个有旋场，相应的涡

量场为Ω =-kk，涡线垂直于xy平面。由于流动中各点加速度为a=dV/dt=0，故
沿任意物质环线速度环量的随体导数为零，即

dΓ
dt=∮r=R

dV
dt

·dl=0

由开尔文定理知，这种流动的涡旋是守恒的。如图4.25所示，在t时刻由ABCD 诸流
体质点组成的方截面涡管，在下一时刻t′因运动而变为菱形A′B′C′D′的涡管。显然，
原先组成涡线、涡管的流体质点，因涡旋守恒，在t′时刻仍组成涡线、涡管，并且其涡
管强度保持不变。

例3.2 开口宽广容器的底部有一小孔出流，如图4.26所示，设流动定常（水面
高度不变），且流动有旋，试分析涡旋的守恒性。

解：由于流体是理想不可压缩重力流体，满足开尔文定理条件，故涡旋守恒。以
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图4.25 剪切流动的涡旋守恒        图4.26 小孔出流的涡旋守恒

下证明本例中涡线与流线是重合的。在理想不可压缩、质量力有势及定常条件下，将
兰勃方程改写为

V×Ω =

ΔV2

2 +U+P（ ）
式中，U =gz，P=p/ρ。此外，沿流线有伯努利积分

V2

2 +U+P=Cs

对于水面上的点来说，V≈0，U=gh，P=p0/ρ，因此，水面各点的值V2/2+U+P=

gz+p0/ρ都相等，这样，通过水面各条流线的常数值Cs都一样大，或者说，流体内部

各点的三项之和V2/2+U+P都相等，其梯度为零，再代入兰勃方程，得

V×Ω =0 或  V//Ω
由此证明了涡线与流线重合，即任一时刻的流管就是涡管。若t时刻流体质点A 和B
在一根涡线上，下一时刻t′，它们运动到A′和B′后仍在一根涡线上（因定常流动，迹
线与流线重合，迹线也与涡线重合）。对于原来的一段涡管ABCD，运动变形后的

A′B′C′D′仍为涡管，且涡通量不变。其实这种流动是一类具有V×Ω =0，即速度方
向与涡量方向始终一致的特殊流动情形，这类流动又称为Beltrami流动。

例4 毕奥-沙伐尔公式的应用
平面上一对点涡的初始位置如图4.27所示，试分别就图中（a）、（b）两种情形决

定涡旋A，B的运动。
解：对情形（a），由毕奥-沙伐尔公式可求出A点和B点的速度大小为VA =VB =

Γ/（4πa），其方向沿y轴负向，所以点涡A和B 将以u=0，v=-Γ/（4πa）做等速直
线运动，其运动轨迹分别为

xA =a， yA =- Γ
4πa

t

和 xB =-a， yB =- Γ
4πa

t
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图4.27 一对点涡

对情形（b），应用毕奥 沙伐尔公式可知两点涡A 和B 的速度仍为VA =VB =
Γ/（4πa），但其运动方向与情形（a）不同，刚开始时A点向上运动，B点向下运动，结
果形成绕坐标原点，沿半径为a的圆周的等速转动，其转动角速度为ω =V/a=
Γ/（4πa2）。因此，点涡A和B 的运动轨迹用极坐标表示为

rA =a， θA = Γ
4πa2t

和 rB =a， θB =π+ Γ
4πa2t

当有N 个二维点涡时就构成一个二维点涡系。它是涡旋动力学理论中的经典
问题，数值计算中模拟大Re数二维流动的离散涡方法正是以点涡系动力学为基础
的。人们还发现，当点涡数目增加时其运动轨迹的长期特性将不再可以预测，即出现
混沌，又称这种用拉格朗日方法描述的混沌为拉格朗日混沌，它是探索湍流奥秘的一
个很有前途的方向。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

实践题

1.已知速度场为u=y+2z，v=z+2x，w=x+2y（m/s）。求：（1）涡量场和涡
线族；（2）通过z=0平面上S=0.01m2面积的涡通量；（3）通过x+y+z=1平
面上S=0.01m2 面积的涡通量。

2.平面流场中流体质点做平行于Oz轴的运动，速度场为u=ky，v=0，式中，k是
常数。求沿边长分别为a和b的矩形的速度环量，矩形的边分别平行于Ox轴和Oy轴。

3.已知速度场为V=x2yi-xy2j+5k。试用斯托克斯公式计算沿圆周x2+y2 =1
的速度环量。

4.已知速度场为V=3yi+2xj-4k。试用斯托克斯公式计算沿椭圆4x2+9y2 =36
的速度环量。

5.已知平面速度场为u=-ky/（x2+y2），v=kx/（x2+y2），式中，k为常数。求
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沿如下两种封闭回线的速度环量，并说明环量与回线L形状无关：（1）回线L包围原
点；（2）回线L不包围原点。

6.假设流场中有一孤立涡管，在涡管外流动是无旋的，L是流场中的封闭回线，
证明当L不包围涡管时，沿L的速度环量为零；当L包围涡管时，沿L的速度环量等
于该涡管的涡管强度。如果流场中有若干个孤立涡管，封闭回线L包围这些涡管，证
明沿L的速度环量等于这些涡管的涡管强度之代数和。

7.流体做平面运动，在环形区域a1＜r＜a2中涡量等于一个常数，而在r＜a1和

r＞a2 区域中流体是静止的。设圆r=a1 和r=a2 是流线，且r=a1 上流速为V，

r=a2 上流速趋于零。试证明该环形区域内的涡量值为Ω=2a1V/（a2
1-a2

2）。

8.已知流体做平面运动，用极坐标表示的速度分布为vr =0，vθ =Γ0[1-

e-r2/（4νt）]/（2πr），式中，Γ0和ν为常数。求：（1）涡量场Ω；（2）沿任一圆周r=R的速度
环量Γ及通过全平面的涡通量；（3）分析Ω和Γ随r，t的变化规律。

9.已知平面速度场为u=-βyt
2，v=βxt

2，式中，常数β＞0。求t=1时沿圆周

x2+y2 =a2 的速度环量随时间的变化率。

10.假定流体是无黏和不可压缩的，且质量力有势。试判断下列运动是有旋的还
是无旋的：（1）无穷远来的剪切流流过一静止物体；（2）无穷远均匀来流绕一旋转的
圆柱体流动。

11.证明在理想不可压缩流体平面运动中，若质量力有势，则沿迹线dΩ/dt=0，
且在定常运动时，沿流线涡量Ω保持常值。

12.盐水的密度随含盐量的增大而增大。若在咸水湖与淡水湖之间开一运河，问
河道纵剖面内的水流趋势如何，并做图表示之。

13.设环流积分路径L由等压线和铅垂线（平均等温线）组成，如图4.28所示，证
明沿L的速度环量变化率为

dΓ
dt=Rd-Tln p

p-dp≈
Rd-Tdp

p
式中，R为空气的气体常数。

14.若计算海风环流的积分路径为一垂直平面内的矩形，水平方向从海岸伸向海
洋和陆地各约10km，垂直方向从地面（p=105Pa）到500m高度（p-dp=95000Pa），
气层中平均温度沿水平方向从海面向陆地的变化率为0.3℃/km，试利用题13的公
式求温差出现一小时后环流回路上的平均风速。

15.设在不可压缩无界流场中有一强度为Γ的直涡线，求下列情况下此直涡线流
场中离涡线距离为a的P 点处的速度：

（1）涡线为有限长，两端到P点的连线与涡线的夹角分别为α1和α2，如图4.29所
示；
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图4.28 题13图          图4.29 题15图

（2）涡线为半无限长，即一端点为图4.29中的C点，另一端点B 向上伸向无
限远；

（3）涡线为无限长，即图4.29中端点A，B分别向下、向上伸向无限远。

16.设在不可压缩无界流场中有一半径为a、强度为Γ的涡环（圆周形涡线），求
过圆心的对称轴线上的速度。

17.在不可压缩无界流场中给定涡量分布为Ω=2ωk（r≤a）或0（r＞0），式中，

a和ω为常数，r是场点到z轴的距离，k是柱坐标中z方向的单位矢量。设无穷远处压
强为p∞ ，质量力不计。求速度分布和压强分布。

18.试分析下列情况下点涡是怎样运动的：（1）两个强度相等的平面点涡，其旋
转方向相反；（2）两个强度不相等的平面点涡，其旋转方向相反；（3）两个强度相等的
平面点涡，其旋转方向相同；（4）两个强度不相等的平面点涡，其旋转方向相同。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

本章研究涡旋运动的运动学和动力学性质，揭示涡旋守恒的条件和变化规律。

1.基本概念
（1）微元流体涡旋运动描述的两种观点
场观点：涡量（度）Ω =rotV；质点观点：微团自转角速度ω=Ω/2。
（2）有限体积流体涡旋运动的描述

速度环量Γ=∮L
V·dl和涡通量J =∫σ

Ω·dσ。关系为J=Γ。

（3）涡旋运动的几何描述
涡线、涡面和涡管。涡线是涡度场的矢量线，其方程为Ω×V =0。
（4）压容力管、正压流体与斜压流体
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2.基本理论
（1）微元流体涡旋运动理论

一般情况：涡量方程  dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V+Ω

Δ

·V=

Δ

×F-

Δ

α×（-

Δ

p）+ν

Δ

2Ω

涡旋守恒：HelmΩ =0
（2）有限体积流体涡旋运动理论

亥姆霍兹第一定理（运动学）：同一时刻、同一涡管、不同截面，∫σ1
Ω1·dσ=∫σ2

Ω2·dσ。

开尔文运动学定理：环流加速度等于加速度环流，即dΓ/dt=∮L
（dV/dt）·dl。

开尔文动力学定理：满足理想、正压和质量力有势条件，涡旋守恒dΓ/dt=0；反
之，若流体为黏性、斜压和质量力无势，则dΓ/dt≠0。

推论 Ⅰ（拉格朗日定理或速度势存在定理）：满足理想、正压、质量力有势条件，
无旋流动永远无旋，即存在速度势。

推论 Ⅱ（亥姆霍兹第二、第三定理）：满足理想、正压、质量力有势条件，涡线、涡
管守恒，涡管强度守恒。

（3）皮叶克尼斯定理
理想、斜压和质量力有势条件下：

dΓ
dt=∫S

[

Δ

α×（-

Δ

p）]·dS=N+-N-

3.基本方法
（1）已知速度分布，根据定义式求涡线方程、速度环量、涡通量和涡管强度；
（2）利用皮叶克尼斯定理定性判断速度环量的变化趋势；
（3）利用毕奥-沙伐尔公式确定涡旋场中的速度分布、流体轨迹等问题；
（4）利用兰金组合涡确定涡旋场中速度分布和压强分布问题。
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第5章 流体波动理论基础

流体波动是自然界的一种常见运动形式。例如，舰船运动在水面形成的“V”字
形波浪；大气运动经常呈现波动形式，在天气图上可以见到对流层中上层气压场或流
场的波动，这种波动的发展对天气演变有直接影响。从海面波浪到海水内部波动（例
如海洋内波），都是海洋中海水重要的运动形式之一。因此，波动问题在大气和海洋
科学中具有十分重要的地位。流体波动的基本特点是，在外力的作用下，流体质点离
开其平衡位置做周期性或准周期性的运动。由于流体的连续性，必然带动其邻近质
点，导致其运动状态在空间的传播，因此，运动随时间和空间的周期性变化为波动的
主要特征。

本章介绍流体波动的基本概念、规律和处理方法，主要研究不可压缩理想流体在
重力场作用下的波动。实际上是运用流体运动学和动力学的基本理论，讨论流体波
动这种特殊运动形式，得出相应的数学表达式并进行求解分析。全章内容分为五个
部分：第一，介绍波动基本概念；第二，建立重力表面波基本方程；第三，求平面重力表
面波基本解，并研究驻波和行进波的波动特征及流体质点的运动特征；第四，讨论波
群和群速度；第五，讨论波动能量及其传递。

5.1 波动基本概念

连续介质中的一切质点都是彼此联系着的，一个质点在介质内振动，通过彼此相
互作用，它的振动能量就传递给周围质点，引起周围质点的振动，振动在介质中的传
播就称为波动。应当注意，传播的只是振动的形式和能量，而振动的质点并不随波向
前移动，它只在自己的平衡位置附近振动。例如，水面上的浮体，当波浪经过时，它仅
在原来位置附近颠簸而并不随波前进。所以，要注意区分波速和质点振动速度，不要
混为一谈。

流体的波动是怎样产生的。当流体质点受到扰动偏离平衡位置时，因某种恢复
力的作用而又回到原来位置的趋势，这就形成振动。又由于流体质点之间相互作用，
这种振动将逐点地依次向外传播出去，于是形成波动。由此可见，流体的波动可因流
体本身性质及作用力性质的不同而具有不同的类型。例如，由于重力而产生的波叫
“重力波”，由于表面张力而产生的微波叫“涟波”，由于日、月吸引而产生的波叫“潮汐
波”；在可压缩流体内部，因压缩、膨胀而产生的波则称为“弹性波”。



图5.1 重力表面波的形成

这里着重解释一下重力表面波产生

的物理机制。重力表面波是具有自由表
面的不可压缩理想流体在重力作用下产

生的表面波。例如，当平静的水面受到
某种扰动出现凹凸不平的起伏时，考虑
自由面下某一水平面不同位置的压强分

布，由于重力作用，凸面下部的压强比凹
面下部压强大，产生水平气压梯度力，引
起流体运动，因而凸面下部有水平的速

度辐散，凹面下部有水平速度辐合，由于流体不可压缩，水平的辐散辐合，必将引起竖
直的下落和上升运动，由此改变原来凹凸不平的液面形状，再加上流体的惯性作用，
便形成重力表面波，如图5.1所示。

对于简单的平面波动可以用自由面位移方程z=ζ（x，t）表示，例如水面的波动，
其中x轴与未扰动的自由水面重合，z轴竖直向上，波面位置（或波高）ζ是x和t的周
期函数。实际上，对于任何形式的波动，根据傅里叶原理，总可以看成由无数或有限多
个不同频率及不同波幅的简谐波叠加而成。这种简谐波可以是余弦波或正弦波。例
如，余弦波可表示为

ζ=acos2π
λ

（x-Ut）=acos（kx-σt） （5.1）

式中，（kx-σt）称为位相，同位相的点具有相同的状态，且位相随x和t而异。同位相
的点组成的面叫波阵面（注意，不要与自由表面相混）；等位相面以一定速度U向前传
播，这个速度称为相速，也就是波的传播速度，即波速；λ称为波长，波形以该长度重
复出现，它反映波动随空间分布的周期性；k=2π/λ称为波数，它表示2π距离内所含
波的数目；σ=2πU/λ=2πυ，它是频率的2π倍，称为圆频率。波速、波数和圆频率之间
的关系可写为

U =λυ= σ
k

（5.2）

平面余弦波波动还可以用复函数来表示，即

ζ=Re[aei（kx-σt）] 或  ζ=aei（kx-σt） （5.3）
在波动中，若流体质点的振动方向与波形传播方向垂直，则称为横波。若质点振

动方向与传播方向平行，则称为纵波。此外，若波长比流体深度大得多，则叫作长波，
例如潮汐波就属于长波。若波长比深度小得多，并且波动主要局限于流体表面附近
一层，对深处流体影响很小，则叫作表面波，例如重力波和涟波即属于此类。

本章讨论流体的波动问题，主要研究流体作为整体的波动特征以及其中每个流
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体质点的振动特性，从而掌握各物理量（如自由高度、压强和速度等）的空间分布随时
间的变化规律。着重研究不可压缩理想流体中的平面表面波。研究的基本思路仍然
是从基本方程出发，借助数学工具进行分析求解。因此，必须先建立描述重力表面波
运动规律的基本方程组。

5.2 重力表面波

本节讨论不可压缩理想流体在重力作用下产生重力表面波的基本方程和定解条

件。实际上就是把流动的物理问题转换为数学问题。以后分析具体波动时，即可由
此出发求解。需要指出的是，重力表面波是无旋波，因此，可以采用速度势的分析方
法进行处理。

5.2.1 不可压缩理想流体重力表面波无旋运动

流体在平衡时，其自由表面是水平的，各质点速度为零。假如表面上流体质点突
然受到一短暂力作用（如阵风吹过），使流体质点发生运动，便形成重力表面波。现在
证明，对于不可压缩理想重力流体，由于短暂力作用，其在自由面上形成的波动是无
旋的。

首先证明，原来静止的理想不可压缩流体，在表面受一短暂力作用，结束时的运
动是无旋的。当一短暂力作用于表面上某点时，使其压强发生巨大变化，并立即引起
整个流体的每一个点压强也发生巨大变化，由原来的p变为p+p′，并且p′≫p，

Δ

p′≫

Δ

p，由于短暂力作用时间δt很小，因此，短暂压强的冲量I=∫
δt

0
p′dt是有限的。为了

研究短暂压强冲量的作用，考虑动量方程：

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

（p+p′）=F-1
ρ

Δ

p-1
ρ

Δ

p′ （5.4）

将它从短暂力初始时刻（t=0）到结束时刻（t=δt）进行积分，得

V-V0 =∫
δt

0

1
ρ

Δ

p′dt （5.5）

式中，V和V0 表示空间某一点处在短暂力作用结束及开始时刻的速度。事实上，由于

δt很小，可以认为流体质点都没有发生位移，因此，V和V0 也可看作是同一流体质点

在短暂力作用前后的速度。因而上式也就是流体质点动量变化与冲量之间的关系。需

要说明的是，在推导过程中，由于式（5.4）左端的∫
δt

0
（V·

Δ

）Vdt以及右端的∫
δt

0
Fdt和

-∫
δt

0

1
ρ

Δ

pdt都比-∫
δt

0

1
ρ

Δ

p′dt小很多，因此，都可略去。
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交换式（5.5）右端的梯度运算与对时间积分运算的次序，并考虑流体为不可压
缩，以及初始时刻流体处于静止，则有

V =-∫
δt

0

1
ρ

Δ

p′dt=

Δ

-I
ρ（ ） （5.6）

此式表明，短暂作用力结束时刻的流动是无旋的，其速度势φ=-I/ρ。顺便指出，如果
短暂力作用前的流体不是静止的，且做无旋运动，V0 =

Δ

φ0，则短暂力作用后的流动
仍然无旋，其速度势为φ=φ0-I/ρ。

下面进一步说明，为什么在表面上短暂作用力停止后，流体的运动仍然是无旋
的。将短暂力结束的时刻作为波动初始时刻，由于质量力只是重力，满足涡旋守恒的
三个条件，则之后仍为无旋运动。事实上，若直接给出理想不可压缩重力流体的条件，
由拉格朗日定理可知，从静止开始的运动总是无旋的，不管这种运动是由表面短暂力
引起的，还是由表面初始凹凸不平引起的，或者两种原因同时兼有。既然这种波动是
无旋的，便可用速度势φ来讨论它的性质。

5.2.2 重力表面波基本方程

引入速度势来处理重力表面波，其连续性方程可用拉普拉斯方程表示，即
Δ

2φ1 =0 （5.7）
动量方程可用拉格朗日积分表示，即

∂φ1

∂t+gz+p
ρ

+V2

2 =G（t） （5.8）

式（5.7）和（5.8）就是不可压缩理想重力流体波动的两个基本方程，只要给出适当的
边界条件和初始条件，从理论上讲，即可求出速度势φ1和压强p。但实际上，由于波动
的自由边界是未知的，且描述边界条件的方程中要出现非线性项，数学上的处理极其
困难。然而，如果局限于讨论小振幅波，则这些边界条件可以简化，使问题得以近似
处理。

图5.2 重力表面波

所谓小振幅波，包含下面三个假设：

① 由波动引起的质点运动速度是一个
小量，使其平方项为高阶小量；② 波动

时的自由面z=ζ（x，y，t）相对于静止时
自由面z=0的偏离很小，因此，在讨论
自由面边界条件时可用水平面z=0的物
理量代替自由面z=ζ上的物理量；③自
由面的切平面与水平面相差无几，即切平
面斜率∂ζ/∂x和∂ζ/∂y都是小量，则u∂ζ/∂x和v∂ζ/∂y为高阶小量，故不考虑平流项。
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根据小振幅波假设，拉格朗日积分中的V2/2项与其他项相比，为高阶小量，可以
略去，于是近似地得到

∂φ1

∂t+gz+p
ρ

=G（t）

或改写为

∂
∂tφ1-∫G（t）dt+p0

ρ
t[ ]+gz+p-p0

ρ
=0

式中，p0 是自由面上的压强，若引进φ=φ1-∫G（t）dt+（p0/ρ）t，则有

∂φ
∂t+gz+p-p0

ρ
=0 （5.9）

式中，φ代替了φ1作为流场的速度势，因为在原速度势φ1中仅增加了与t有关的常数
项，并不改变速度场（φ对空间求导），而且仍然满足拉普拉斯方程

Δ

2φ=0。这样，
式（5.9）和φ的拉普拉斯方程就是不可压缩理想流体重力表面波的基本方程。由于拉
普拉斯方程的解很多，要确定唯一解，还需要给出一定的边界条件和初始条件。

5.2.3 边界条件和初始条件

（1）边界条件
流体的边界一般由底部固壁和自由面组成，在静止底壁上的流体必沿切向流动，

即法向速度为零（Vn =∂φ/∂n=0）。若底壁为固定平面z=-h，则底部边界条件可写
为

∂φ
∂z（ ）

z=-h
=0 （5.10）

自由面上的边界条件比较复杂，它可分为动力学条件和运动学条件。设自由面方
程为z=ζ（x，y，t），在自由面上流体压强为p=p0，带入拉格朗日方程（5.9），得

∂φ
∂t（ ）

z=ζ
+gζ=0 或  ζ=-1

g
∂φ
∂t（ ）

z=ζ

（5.11）

此式即为自由面上的动力学条件，若速度势φ为已知，则可由此式确定自由面形状即
波的轮廓，所以又叫作波轮廓方程。若考虑小振幅波的假设，其右端在z=ζ处的

∂φ/∂t值可近似地用z=0处的值代替，则有

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
（5.12）

现在讨论自由面上的运动学条件。由于自由面是物质面，即自由面上的流体质
点在流动中仍处于自由面上，因此，其铅直速度分量为

dz
dt=dζ

dt=∂ζ∂t+（V·

Δ

）ζ=∂ζ∂t+u∂ζ
∂x+v∂ζ

∂y
（5.13）
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由小振幅波假设，上式右端后两项可以略去，左端用速度势表示，故有

∂φ
∂z=∂ζ∂t

（5.14）

利用式（5.11），得

∂φ
∂z（ ）

z=0
=-1

g
∂2φ
∂t2（ ）

z=0
（5.15）

式（5.12）和（5.15）分别是自由面上的动力学条件和运动学条件。
（2）初始条件
要唯一确定一个波动解，还必须给定初始条件，即波动刚开始时的φ及∂φ/∂t的

值。考虑到波动的起因可以是因为初始液面不平，或是因为有短暂力作用引起的初速
度，或是两种原因兼有，因此，波动的初始条件可分为三种类型。

第一种类型：由于自由面上的短暂力作用，波动具有初始速度。自由面上短暂力

的冲量I0 =∫
δt

0
p′dt是已知函数，因此，短暂力结束时，自由面上的初始速度势是已知

函数，即

φ（x，y，0，0）=-I0

ρ
=F（x，y）

而自由面的高度仍然为零，即ζ（x，y，0）=0，代入式（5.12），得

∂φ
∂t（ ）

z=0
=0

所以，这种类型的初始条件可归纳为

φ t=0，z=0 =F（x，y）， ∂φ∂t t=0，z=0
=0 （5.16）

第二种类型：在t=0时，自由面的初始抬高为ζ（x，y，0），流体质点初始速度为
零。由式（5.11），初始时刻在自由面上，有

∂φ
∂t=-gζ（x，y，0）=f（x，y）

并且，初始时刻处处φ=常数（无速度）。因此，第二类初始条件可归纳为

∂φ
∂t t=0，z=0

=f（x，y）， φt=0，z=0 = 常数 （5.17）

第三种类型：在初始时刻，既存在初始速度又存在初始液面，则初始条件的形
式为

∂φ
∂t t=0，z=0

=f（x，y）， φt=0，z=0 =F（x，y） （5.18）

综上所述，不可压缩理想流体在重力作用下的表面波是无旋运动，其基本问题是
求满足拉普拉斯方程

Δ

2φ=0的速度势φ（x，y，z，t），以及边界条件和初始条件。求出
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速度势φ，即可得到速度场V =

Δ

φ。最后，可利用拉格朗日积分（5.18）求压强场。
下面将从基本方程和定解条件出发，求简单的平面重力表面波的基本解，并进一

步分析波动的基本特性。

5.3 平面重力表面波

5.3.1 平面重力表面波基本方程

所谓平面波，是指这样一种平面运动，即各流体质点都在同一平面内做振动，而
沿y方向的速度分量为零，即v=0，而且各物理量沿y方向不变，即∂/∂y=0。当然，
质点振动也是在xz平面内传播的，如图5.3所示。

图5.3 平面运动

由于在平行于平面xz的各个平面内，流体质点的运动情况完全相同，因此，只
需研究一个平面内的波动。注意到各物理量与y无关，即φ=φ（x，z，t），由此列出平
面重力表面波的基本方程和边界条件如下：

∂2φ
∂x2 +∂

2φ
∂z2 =0 （5.19）

∂φ
∂t+gz+p-p0

ρ
=0 （5.20）

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
（5.21）

∂φ
∂z（ ）

z=0
=-1

g
∂2φ
∂t2（ ）

z=0
（5.22）

∂φ
∂z（ ）

z=-h或z=-∞
=0 （5.23）

由于这里只讨论周期运动的波动，并不特指某一具体的波，因此，可以不必考虑
初始条件。这样，上述方程组就是平面小振幅波应服从的基本规律，也是分析的依据
和出发点。
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5.3.2 平面重力表面波基本解

应用分离变量法，由拉普拉斯方程和自由面上的运动学条件求解速度势，为此设

φ（x，z，t）=X（x）Z（z）T（t），代入式（5.19），整理得

X″（x）
X（x）=-Z″（z）

Z（z）=-k2 （5.24）

因为上式左端仅为x的函数，右端仅为z的函数，要等式对任意的x和z都满足，
它们必须都等于某个常数。又考虑到是研究波动问题，其解沿x方向应当具有周期
性，因此，取常数为负值-k2。容易解得，式（5.24）关于X（x）和Z（z）的解分别为

X（x）=B1coskx+B2sinkx
Z（z）=C1ekz +C2e-kz

（5.25）

式中，B1，B2，C1，C2 为任意常数。
若把φ的分离变量形式代入式（5.22），简单整理后得

T″（t）
T（t）=-gZ′

（z）
Z（z） z=0

=-σ2 （5.26）

常数值之所以取负值，是因为考虑到波动解对时间也应当呈周期性变化，方程（5.26）
的解为

T（t）=A1cosσt+A2sinσt
所以，φ的特解为

 φ（x，z，t）= （A1cosσt+A2sinσt）（B1coskx+B2sinkx）（C1ekz +C2e-kz） （5.27）
由于方程都是线性的，因此，通解为所有可能之特解的叠加，即

φ=∑
n

i=1

（A1icosσit+A2isinσit）（B1icoskix+B2isinkix）（C1iekiz +C2ie-kiz）

式中，φ可看作是不同波长的波叠加的总速度势。下面将着重分析其中的一个特解，
即式（5.27）。考虑不同深度的流体，分别讨论无限深（z=-∞）及有限深（z=-h）两
种情况。

对于无限深流体，则φ必须满足底部边界条件，即

∂φ
∂z（ ）

z=-∞
=0

由此决定C2 =0，因此，无限深流体中的平面波速度势特解为

φ（x，z，t）= （A1cosσt+A2sinσt）（B1coskx+B2sinkx）C1ekz （5.28）
它对应某一个确定波长的平面重力表面波，根据叠加原理，将它进一步分解，看作是
四个简单波的速度势之和，即四种简单波的叠加：

φ=φ1+φ2+φ3+φ4 （5.29）
其中
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φ1 =C′ekzcosσtcoskx （C′=A1B1C1）

φ2 =C″ekzsinσtcoskx （C″=A2B1C1）

φ3 =C‴ekzcosσtsinkx （C‴ =A1B2C1）

φ4 =C（4）ekzsinσtsinkx （C（4）=A2B2C1）
若分别代入式（5.21），则可求出它们的相应波形为

ζ1 =C′σ
g

sinσtcoskx

ζ2 =-C″σ
g

cosσtcoskx

ζ3 =C‴σ
g

sinσtsinkx

ζ4 =-C（4）σ
g

cosσtsinkx

而合成波的总波形为四个简单波叠加而成，即

ζ=ζ1+ζ2+ζ3+ζ4 （5.30）
对于有限深流体，底部边界条件为（∂φ/∂t）z=-h =0，将一般的平面重力表面波特

解，即式（5.27）代入，便可求得常数C1 与C2 的关系，最后得有限深平面重力表面波
的速度势为

φ=Dchk（z+h）（A1cosσt+A2sinσt）（B1coskx+B2sinkx） （5.31）
式中，D为任意常数，类似于无限深情况，有限深平面重力表面波的速度势也可看成
是四个简单波的速度势之和，即

φ=φ1+φ2+φ3+φ4

其中

φ1 =C′chk（z+h）cosσtcoskx

φ2 =C″chk（z+h）sinσtcoskx

φ3 =C‴chk（z+h）cosσtsinkx

φ4 =C（4）chk（z+h）sinσtcsinkx
式中，C′，C″，C‴，C（4）都是常数。

下面根据速度势解的形式，以无限深流体中的两种典型波动，即驻波和行进波为
例，分析其整体的波动特性和单个流体质点的运动特性。

5.3.3 驻波

以无限深流体为例，研究不可压缩理想流体平面重力表面波的一种最简单形
式———驻波。实际上，速度势（5.29）中的四个叠加单元，每一个都代表驻波。现以

φ3 为例，分析它所代表的流动情况。为书写方便，略去下标，可写为
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φ=Cekzcosσtsinkx （5.32）
式中，C，σ，k均为常数。

（1）波形
为讨论波动特性，首先研究自由面的形状，也就是波轮廓线，为此，将式（5.32）中

的φ代入式（5.21），得

ζ= -1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
=Cσ

g
sinσtsinkx =A（t）sinkx （5.33）

图5.4 驻波

上式表明，波的高度随时间和空间
都呈周期性变化，为正弦波形。在每
一个确定时刻（t=常数），波轮廓线
为正弦型，即波高随空间坐标按正
弦曲线变化；在每一个固定的空间
点处（x= 常数），波高变化的幅度
也不一样。Cσ/g=a是波的最大幅
度，称为波幅，如图5.4所示。

波轮廓线与x轴的交点叫作波节点，在波节处ζ=0。波形的最高点叫波峰，最低
点叫波谷，它们统称波腹，这是波动幅度最大的地方。由式（5.33）可知，当sinkx =0
时总有ζ=0，故节点的位置是

x=nπ
k 

（n=0，±1，±2，…）

而sinkx =±1时，则为腹点位置，即

x= π
2k

（2m+1） （m =0，±1，±2，…）

从上面的讨论可看出，波节点和波腹点位置都是固定点，其坐标不随时间变化，亦即
流体表面的波形不传播，故称为驻波。因此，φ=Cekzcosσtsinkx所表示的流体运动是
波形不移动的驻波。

（2）波长和周期
自由面波形重复出现的最近距离称为波长，常记作λ，由于

sinkx =sinkx+2π
k（ ）

代入波形表达式（5.33）可知，横坐标相距2π/k时，波形重复出现，所以，波长为λ=
2π/k，从而k=2π/λ，这里k称为波数。

从式（5.33）还可以看出，由于

sinσt=sinσt+2π
σ（ ）
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即在t+2π/σ时刻，流体质点振动完全相同。也就是说，经2π/σ时间，质点完成一个全
振动，所以，振动周期T =2π/σ，从而σ=2π/T，这里σ就是圆频率。

下面分析σ与k之间的关系，又称频散关系。将速度势表达式（5.32）代入自由面
上的运动学条件（5.22），可得

σ2 =kg （5.34）
可见，此种波的频率与波数之间有确定的关系。由此还可得出，波长与周期之间的关
系λ=gT2/（2π），表明波长与周期的平方成正比。

（3）速度、流线、迹线和压强
首先讨论速度场分布情况，由V =

Δ

φ很容易求出速度场为

u=∂φ∂x=Ckekzcosσtcoskx， w =∂φ∂z=Ckekzcosσtsinkx （5.35）

速度大小为V = u2+w㊣
2 =aσekzcosσt，这里已用关系式Ck=Cσ2/g=aσ进行了

代换。式（5.35）表明，驻波中某一时刻相同高度z处流体质点的合速度值相等。
有了速度场，即可求出流线，由流线微分方程可得

dx
coskx = dz

sinkx
积分得

ekzcoskx = 常数 （5.36）
这就是驻波的流线族方程。其实，也可由平面不可压缩条件，先求出流函数

ψ=Cekzcosσtcoskx

图5.5 驻波中的流线

取ψ = 常数，同样可得流线族方程。
这里要指出，流线方程中不含时间，说
明流线形状不随时间变化，所以，流体
质点的运动迹线与流线重合，如图5.5
所示。但这里是非定常的波动，流体
质点并不总是沿着流线一个方向移

动，而是在相应的一小段上，如在平衡
位置附近做振动。流线的形状虽不随
时间变化，但不同时刻，流体质点运动
方向可以不同。

在小振幅波假定下，流体质点在平衡位置附近振动的路径很短，其轨迹可近似当
作一小段直线，它与流线相切，现证明如下。

为了求轨迹方程，需要采用拉格朗日表达式。由于确定质点在波动中偏离其平衡
位置（x0，z0）很小，因此，速度分量式中的（x，z）可近似地用（x0，z0）代换，即
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dx
dt=aσekz0coskx0cosσt， dz

dt=aσekz0sinkx0cosσt

积分得

x=x0+aekz0coskx0sinσt， z=z0+aekz0sinkx0sinσt （5.37）
这是一个振动的参数方程，两个积分常数就是振动的平衡位置，实际上平衡位置
（x0，z0）可作为质点标志，消去t，可得轨迹方程：

z-z0

x-x0
=tgkx0

图5.6 驻波中的质点运动轨迹

这是一个直线方程，表示流体质点
沿斜率为tgkx0 的直线做振动。这
个斜率随坐标x0 而变化，在节点处

x0 =nπ/k，则tgkx0 =0，流体质点
沿水平直线做振动（注意，不是静止
不动）；在波腹处 x0 = （2m +
1）π/（2k），则tgkx0→∞，流体质点
沿竖直方向做振动，如图5.6所示。

再来分析一下流体质点的振幅与其所在深度之关系。因为振幅是质点从平衡位
置经T/4所移动之距离，故

A =∫
T
4

0
Vdt=∫

π
2σ

0
aekz0cosσtdt=aekz0

式中，流体质点的合速度近似取作V =aσekz0cosσt。若平衡位置在表面z0 =0处，则

A =ae0 =a；若平衡位置在深度z0 =-λ处，则A=ae-2π≈a/535；若平衡位置在
无限深处z0 →-∞，则A =aekz0 →0。

由上述讨论可知，流体质点的振幅随其平衡位置加深而很快减小，说明波动现象
主要在表面附近，这就是表面波的特点。

最后讨论驻波中的压强。将速度势代入拉格朗日积分（5.20）得压强场为

p=p0-ρgz+ρage
kzsinσtsinkx （5.38）

它表明了某时刻t在某一空间点（x，z）处的压强分布，即p=p（x，z，t）。如果要研究
一个确定流体质点压强随时间的变化，可将上式末项中（x，z）用质点平衡位置（x0，z0）
代替，而将-ρgz中的z用轨迹方程（5.37）中z代入。于是近似得到

p-p0

ρ
=-g（z0+aekz0sinσtsinkx0）+Cσekz0sinσtsinkx0 =-gz0

或 p=p0-ρgz0 （5.39）
上式是确定流体质点压强的表示式，z0 是平衡位置的铅直坐标，也就是它的标

志，p0 是自由面上的压强。此式表明，任一确定质点在振动过程中，压强都保持不变，
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都等于其平衡位置处的压强。平衡位置铅直坐标相等的所有流体质点，压强都相等。
以上是对无限深流体速度势φ的叠加单元φ3 所表示的流动进行的分析，其他叠

加单元所表示的运动与φ3 类似，都代表平面驻波，只是它们的位相不同而已。

5.3.4 行进波

仍以无限深流体为例，研究不可压缩理想流体平面重力表面波的另一种典型波
动———行进波。容易证明，平面波速度势式（5.29）中的四个叠加单元中，任意两个相
加，可能是驻波（如φ3+φ1），也可能是行进波（如φ3-φ2），这要由被叠加的两驻波之
间的位相关系而定，现在讨论后一种情况。

对无限深流体，令速度势叠加单元中C‴ =C″=C，使

φ=φ3-φ2 =Cekz（sinkxcosσt-coskxsinσt）=Cekzsin（kx-σt） （5.40）
类似于对驻波的分析方法，先证明上式代表行进波，再进一步讨论速度和压强分布。

首先分析波轮廓形状。将上式代入自由面上的动力学边界条件（5.21），得到

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
=Cσ

g
cos（kx-σt）=acos（kx-σt） （5.41）

这就是波轮廓方程。可见，波高随时间和空间呈周期性变化，为余弦波形。式中，a=
Cσ/g为波幅。由方程（5.41）可知，波节点处（ζ=0）的位置坐标应满足

kx-σt= n+1
2（ ）π 或  x=σt

k +π
k

n+1
2（ ） （n=0，±1，±2，…）

由此可见，波节点位置随时间变化，因此，它是行进波。波节点的移动速度为

U =dx
dt= σ

k
波节点以此速度沿x轴正方向移动。事实上，对于波峰（谷）或其他固定位相点也可做
同样推导而得出一致的结果。也就是说，由式（5.40）表示的φ所确定的整个波都是以
同一速度U 沿x轴正向移动。速度U 就是行进波的传播速度（简称波速或相速）。

由波轮廓方程可以看出，某一时刻（t固定），当位置坐标x增加2π/k（即kx增加

2π）时，波高ζ数值相等，因此，波长为λ=2π/k。若考虑某一固定空间点（x不变）处，
当时间t增加2π/σ时，波高ζ数值也相同，说明质点振动的周期为T =2π/σ。

现在分析频率σ和波长λ之间的关系。将速度势表达式（5.40）代入自由面上的
运动学条件（5.15）式，得

σ2 =kg （5.42）
它与无限深流体平面驻波的结果一致。事实上，直接将无限深平面波之特解φ代入，
也可得到同样结果。

由上述讨论，无限深流体行进波的波速公式还可以表示为
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U = σ
k =2π/T

2π/λ = λ
T 

或  U = g
k㊣ = gλ

2π㊣ （5.43）

应当注意，所谓行进波传播速度，只是指波形（如波节点或波腹点）的移动速度，而不
是流体质点的运动速度。流体质点只在其平衡位置附近振动。下面具体讨论行进波
中流体质点的运动情况。

首先求速度场，由φ的表达式可得速度场为

u=∂φ∂x=Ckekzcos（kx-σt）， w =∂φ∂z=Ckekzsin（kx-σt） （5.44）

速度大小为V = u2+w㊣
2 =Ckekz，因为Ck=aσ，所以V =aσekz。

流线微分方程为

dx
cos（kx-σt）= dz

sin（kx-σt）
积分得流线族方程为

ekzcos（kx-σt）= 常数
或者先求出流函数ψ（x，t），再令ψ=常数，也可得到相同的结果。由流线族方程可知，
对某一确定时刻t，行进波与驻波的流线形状相同，见图5.7，但行进波流线方程中含
时刻t，流线形状不定常，流线与迹线不相重合。

   图5.7 行进波流线图        图5.8 无限深行进波中质点运动轨迹

为了求迹线，像讨论驻波一样，由于质点只在平衡位置附近做微振动，因此，考虑

确定的质点时，其速度表达式中的瞬时位置 （x，z）可用平衡位置（x0，z0）近似代替，
即

dx
dt=aσekz0cos（kx0-σt），dz

dt=aσekz0sin（kx0-σt）

积分得流体质点的迹线参数方程为

x=x0-aekz0sin（kx0-σt），z=z0+aekz0cos（kx0-σt）
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或消去t，得
（x-x0）2+（z-z0）2 = （aekz0）2 =r2 （5.45）

表明流体质点的近似轨迹是以平衡位置（x0，z0）为圆心，以r=aekz0 为半径的圆。显
然，在自由面上（z0 =0），圆的半径r0 =a（波幅）为最大值。随着深度增加，圆的半径
很快减小，例如深度为z0=-λ处，流体质点的轨迹圆半径r≈a/535，也就是说，在自
由面以下深度为一个波长的流体质点的轨迹圆半径，只有自由面上质点的1/535。而
在无限深处，则r→0，即流体质点不动，如图5.8所示。

质点沿轨迹圆运动的速度大小近似为

V = u2+w㊣
2 =aσekz0 =rσ

可见，质点以角速度σ绕平衡位置（x0，z0）做圆运动，由于小振幅波假设，r≤a是小
量，故波动引起的质点速度V 也是小量。

质点做圆运动的方向是逆时针还是顺时针，现以右行波为例，设轨迹圆心

M0（x0，z0）到质点位置M（x，z）的连线与z轴负方向的夹角为θ，见图5.9。

图5.9 行进波中质点运动方向

由于

tgθ=x-x0

z-z0
=tg（kx0-σt）

可见，当t增加时θ减小，即质点沿轨迹圆做顺时针运动。由此更清楚地看出，质点运
动与波传播速度之间的区别和联系。正是由于各个流体质点在轨迹圆的不同位置上
做圆运动（这里是顺时针），而从整体上看构成一个右行波。图5.10中显示了不同时
刻各流体质点在轨迹圆上的位置，可看出质点运动与波移动的关系。还可以指出，质
点运动与波传播不仅概念上不同，而且两者速度大小也不一样，两者之比为

V
U = σr

σ/k= r
λ
2π= a

λ
ekz02π

由小振幅波假设a≪λ，因此，必有V≪U。
最后讨论无限深行进波中的压强。与驻波的讨论方法类似，由行进波速度势可

求得其压强场。将速度势表达式（5.40）代入式（5.20），经简单整理，有

651 流体力学基础与应用



图5.10 行进波与质点运动的关系

p=p0-ρgz+ρage
kzcos（kx-σt） （5.46）

若要求某确定流体质点的压强，将上式右端第三项的（x，z）用（x0，z0）代替，第二项
中的z用轨迹方程中的z代入，可近似得

p=p0-ρgz0 （5.47）
可见，平衡位置铅直坐标为z0 的流体质点，在做圆运动时压强保持不变，等于平衡位
置处的静压强。并且，z0 坐标相等的各流体质点在运动中的压强都相等，构成等压
面，这种流体内部的等压面称为次波面。可以设想，若把其上部流体层去掉，代之以某
等值压强，并不影响余下流体的波动。

由前面讨论可知，分析无旋波动，速度势是一个基本物理量。可以直接利用分离
变量法求解拉普拉斯方程得到φ的特解，并由底部条件定出不同深度（无限深或有限
深）时的φ形式。实际上，因为这里只讨论周期性的波动解，所以也可以直接假设一个
周期函数φ的形式解，再利用基本方程和边界条件来确定它的具体形式。

5.4 波群和群速度

前面讨论的是具有单一确定波长λ（或波数k）的等幅无穷波列，或者波长相同的
波之叠加（结果仍是单一波长的等幅波列）。这种波在传播过程中波形保持不变。现在
要研究波长和周期（或者说波速和频率）稍有不同的波的叠加。如果其波速与波长无
关（例如声波），此两列波传播速度一样，彼此没有相对运动，因此，合成波形状在传播
过程中不会发生变化（并以同样速度传播），但已不再是等幅波列，而是一个不等幅波
列。例如，物理学中讨论的两个频率相近的音叉振动所形成的“拍”，就是这种情形。接
下来进一步讨论，如果被合成的两列波（称之为单波）的波速与波长具有相关性，则
它们的传播速度不相等，彼此有相对运动，叠加起来的合成波形状为不等幅波列，在
向前传播过程中将不能保持原来的样子，而要不断地发生变化。不等幅波列的波形包
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迹线（或称轮廓线）把合成波中的个别波（指合成波形中的每个波长段）按群划分，称
之为波群。合成波向前传播时，波群的传播速度叫作群速度。它与波的传播速度并不
一定相等，后面将看到，波动的能量正是以群速度向前传递的，因而，波群速是反映波
动动力学特性的一个重要物理量。

5.4.1 波幅同、波长或频率差很小的两列单波叠加

设两列单波的速度势分别为

φ1 =ag
σ1

ekzsin（k1x-σ1t）， φ2 =ag
σ2

ekzsin（k2x-σ2t） （5.48）

式中，k1 与k2，σ1 与σ2 相差很小。它们的波形分别为

ζ1 =acos（k1x-σ1t）， ζ2 =acos（k2x-σ2t） （5.49）
合成波形为

ζ* =ζ1+ζ2 =2acosk1-k2

2 x-σ1-σ2

2 t（ ）cosk1+k2

2 x-σ1+σ2

2 t（ ）
=2acos Δk

2x-Δσ
2t（ ）cos（-kx--σt）

=A（x，t）cos（-kx--σt） （5.50）

式中，k1-k2 =Δk，σ1-σ2 =Δσ，均为小量，而平均值（k1+k2）
2 =-k，（σ1+σ2）

2 =-σ与

单波的波数（k1或k2）及圆频率（σ1或σ2）都相差很小。式（5.50）就是合成波的自由面
方程。

5.4.2 合成波波形和波幅

（1）合成波波形
由式（5.50）可知，合成波形ζ* 可看作是以

A（x，t）=2acos Δk
2x-Δσ

2t（ ） （5.51）

为波幅的余弦波，其波数-k及圆频率-σ都近似于单波的波数及圆频率，因此，合成波的
传播速度为

U = -σ-k
（5.52）

近似等于两个单波的波速（图5.11）。
（2）合成波波幅
式（5.51）表示合成波幅A（x，t）不是一个固定常数，它是随时间和空间呈周期

性变化的。或者说，其振幅也是呈波形变化的。图5.11表示某一时刻的合成波形ζ*，
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它是一个不等幅波列，即其中每一个个别波的振幅是不同的。不等幅波形的包迹线把
合成波的个别波进行分组，每一组波就称为一个波群。包迹线的方程就是表达式
（5.51）。它也是一个行进波，其波幅为2a、波数为 Δk/2、圆频率为 Δσ/2、波长为

2π/（Δk/2），半波长λ*/2=2π/Δk，表示两个邻近波群最大波幅之间的距离，也即一
个波群所占的空间距离。由于Δk很小，因此λ* 很大。可见，波包迹线的空间变化平
缓，一个波群内可包含若干个个别波。

图5.11 合成波

5.4.3 群速度

合成波包迹线的移动速度即群速度，可表示为

U* = Δσ/2
Δk/2= Δσ

Δk≈
dσ
dk

（5.53）

式中，用微商近似地代替差值。根据波动的频散关系，即可求出合成波的群速度。或
者，利用关系式U =σ/k和k=2π/λ，可以把群速度公式进一步改写为

U* =dσ
dk=U+kdU

dk =U-λdU
dλ

（5.54）

这就是群速度的瑞利公式，它反映了群速度U* 与波速U 之间的关系。
因此，只要给出波速与波长的关系，便可分析群速度与波速的关系，即波包迹线

与它所包含的个别波之间的相对运动关系。可分为以下两种情况讨论。
（1）若波速U与波长λ无关，则dU/dλ=0，U* =U。群速度与合成波速度相等，

即波包迹线与个别波之间没有相对运动，整个合成波保持形状不变地向前传播。
（2）若波速U 与波长λ有关，则dU/dλ≠0，U* ≠U。波包迹线与其中的个别波

速度不相等，即个别波要相对于波包迹线移动，此时个别波的波幅在运动过程中发生
变化，导致合成波在向前传播时形状不断改变。

例如，无限深水域中的行进波，频散关系为σ2 =kg，波速U =σ/k= g/㊣ k，因
此，群速度为
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U* =dσ
dk= 1

2
g
k㊣ =U

2
也就是说，它的群速度比波速小，波群中的个别波要相对波群以U-U* =U/2的速
度运动；或者说，当波群向前移动时，组成波群的个别波将在波群中穿行而过，并不断
改变自己的波幅。

由于波动能量与波幅平方成正比，当波群中的各个别波穿行而改变波幅时，它们
之间必发生能量的交换和再分配。又由于波群的位置是合成波的最大波幅所在处，
故群速度也就是波动能量传递速度。这一点将在后面证明。

最后，介绍波的频散和能量频散的概念。
实际的波总是占据有限空间而不是无穷波列，例如只有一个凸起波峰的孤立波。

运用傅里叶分析原理，可将它看成是由许多不同波长与频率的谐波叠加的合成波。如
果在某一波长附近取两列单波进行分析，即前面讲的波群情况。假如这些谐波的波速
和波长无关，那么整个孤波就能保持形状不变地向前传播。假如谐波的波速和波长有
关（U =U（k）或σ=σ（k）），那么它们在传播过程中有快有慢，会逐渐分散开。结果，
原先的孤波在传播中将发生形变而逐渐伸展开来，这种现象叫作波的频散（或波的色
散，犹如白光透过三棱镜时发生色散）。因此，把相速与波长有关的波叫作频散波，而
频散方程σ=σ（k）叫作频散关系式。

再从能量观点看，由于波动能量与波幅有关，开始孤波的能量集中于凸起的有限
区域内。当它频散时，波轮廓线逐渐伸展，幅度也逐渐减小，波动能量也向外扩散，这
就叫能量的频散。最后，其能量频散至整个区域，波动也逐渐消失。

5.5 波动能量及其传递

本节研究不可压缩理想流体波动的能量以及波动能量传递的速度，并证明波动
能量的传递速度就是群速度。

5.5.1 波动能量

所谓波动的能量，是指波动中所有流体质点的机械能———动能与重力势能之总
和。由于波动在空间呈周期性分布，因此只需讨论一个波长内的能量。

（1）波动势能
波动的势能是由于波动中流体质点离开平衡位置，其铅直坐标发生变化而产生

的。若取平衡位置（ζ=0）作为波动势能的零值参考点，见图5.12，取宽为dx的小柱
体，它的质量为dm =ρζdx，重心高度为ζ/2，其势能为

dEp = 1
2ρgζ

2dx

061 流体力学基础与应用



而一个波长内的总势能为

Ep =∫
λ

0

1
2ρgζ

2dx （5.55）

这就是波动势能的计算公式。当波形ζ（或速度势φ）已知时，即可计算一个波长内的
重力势能。

图5.12 波动势能的计算           图5.13 波动动能的计算

（2）波动动能
由于波动中流体质点具有速度，因而具有动能。考虑到波动的无旋性V=

Δ

φ，且
流体不可压缩

Δ
2φ=0，可得体积为τ的流体系统的动能为

Ek =∫τ

V2

2ρdτ= ρ
2∫τ

Δ

φ·

Δ

φdτ= ρ
2∫τ

Δ

·（φ

Δ

φ）dτ

= ρ
2∮σ

φ

Δ

φ·ndσ= ρ
2∮σ

φ∂φ∂n
dσ （5.56）

这就是不可压缩流体无旋运动动能的一般计算公式。对于平面问题，上式改写为

Ek = ρ
2∮L

φ∂φ∂n
dl （5.57）

式中，L是流体的周界，n是其外法向单位矢。
考虑一个波长范围内的流体，如图5.13所示，它的周界线有四部分：上界（自由

面）、下界（底面）及左右两条侧边界。将闭合线积分拆成四部分，则有

∮L
φ∂φ∂n

dl=∫上
+∫下

+∫左
+∫右

（ ）φ∂φ∂ndl
对于下界底面，有∂φ/∂n=0，故∫下

φ∂φ∂n
dl=0，而左右两条侧边界上物理量完全对应

相等，但两者外法向方向相反，因此，两条侧边界上的积分等值反号，故∫左
+∫右

（ ）
φ∂φ/∂ndl=0，只剩下沿自由面剖线的曲线积分，即

Ek = ρ
2∮自由面

φ∂φ∂n
dl （5.58）
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考虑到小振幅波，假设波面与静止表面相差无几，所以可近似取

dl≈dx， ∂φ
∂n（ ）

z=ζ
≈ ∂φ
∂z（ ）

z=0

于是得到

Ek = ρ
2∫

λ

0
φ∂φ∂z（ ）

z=0
dx （5.59）

这就是波动动能在一个波长范围内的计算公式。可见，只要给出速度势φ即可求得动
能Ek。

下面以无限深的驻波和行进波为例计算波动的势能和动能，并分析波动能量的
有关性质。

（3）驻波与行进波能量计算
考虑无限深驻波情况。设其速度势和波形分别为

φ=Cekzcosσtsinkx 和  ζ=asinσtsinkx
利用式（5.55）及（5.59），计算得到的势能和动能分别为

Ep = 1
2ρg∫

λ

0
ζ

2dx= 1
2ρga

2sin2σt∫
λ

0
sin2kxdx= 1

4ρga
2λsin2σt （5.60）

Ek = ρ
2∫

λ

0
φ∂φ∂z（ ）

z=0
dx= ρ

2∫
λ

0
C2kcos2σtsin2kxdx= 1

4ρga
2λcos2σt （5.61）

因此，总的机械能为

E=Ep +Ek = 1
4ρga

2λsin2σt+1
4ρga

2λcos2σt= 1
4ρga

2λ （5.62）

可见，驻波运动的能量与波幅平方成正比，其动能和势能都随时间变化，但总和保持
不变，且为常数。表明驻波的动能和势能是互相转换的。

考虑无限深行进波情况。设其速度势和波形分别为

φ=Cekzsin（kx-σt） 和  ζ=acos（kx-σt）
则势能和动能分别为

Ep = 1
2ρg∫

λ

0
ζ

2dx= 1
2ρg∫

λ

0
a2cos2（kx-σt）dx= 1

4ρga
2λ （5.63）

Ek = ρ
2∫

λ

0
φ∂φ∂z（ ）

z=0
dx= ρ

2C2k∫
λ

0
sin2kxdx= 1

4ρga
2λ （5.64）

总机械能为

E=Ep +Ek = 1
4ρga

2λ+1
4ρga

2λ= 1
2ρga

2λ （5.65）

由此可见，行进波的能量也与波幅平方成正比，其总能量为一常数，且动能与势能相
等，都等于总能量的一半。
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  对于有限深的驻波和行进波，其波动能量与无限深结果完全一样，读者可自行
证明。

5.5.2 波动能量传递

如前所述，行进波中的流体质点并不随波前进，向前传播的只是运动的形式，而
运动形式的传播必定伴有能量的传递，波动能量是以波的群速传播的。这个结论不
仅对于存在波群的合成波成立，而且对于一列单波也是成立的。下面以无限深流体
中的行进波为例证明之。

图5.14 波动能量的传递

前面已经求得了每个波长内行进

波的总能量。当波动能量以某速度VE

向前传播时，则对一固定的空间竖直剖
面来说，单位时间内就会有确定的能量
穿过，定义为能流率。而这种从剖面左
侧向右侧的能量传递，又是通过质点之
间做功形式进行的。也就是说，某时刻
从左向右穿过剖面的能流率，就等于该
剖面左侧对右侧的做功率。考虑到波动

是一个不定常的周期运动，不同时刻，这种“做功率”不一样，因此，可对一个周期做
时间平均，求得平均的“做功率”，这样即可推算出能量的传递速度，见图5.14。

设无限深流体中行进波的速度势为

φ=Cekzsin（kx-σt）
则速度的x分量为

u=∂φ∂x=Ckekzcos（kx-σt）

压强为

p=p0-ρgz-ρ
∂φ
∂t=p0-ρgz+ρCσe

kzcos（kx-σt）

现在计算竖直平面左侧对右侧的做功率。若将dz高度上的做功率记为pudz，则整个

竖直平面上的做功率为∫
0

-∞
pudz，其中积分上限波面z=ζ已近似取为z=0。因此，

压力在一个周期T内所做的平均功率为

  N = 1
T∫

T

0∫
0

-∞
pudzdt

= 1
T∫

T

0∫
0

-∞
[（p0-ρgz）Ckekzcos（kx-σt）+ρC

2kσe2kzcos2（kx-σt）]dzdt
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= 1
T∫

0

-∞
ρC

2kσe2kz T
2（ ）dz

= 1
4ρC

2σ= 1
2ρga

2U
2

这就是固定空间竖直平面左侧对右侧所做的平均功率，也就是波动能量穿过竖直平
面的能流率。行进波在一个波长的总能量为E=ρga

2λ/2，则单位长度上的能量e=
E/λ=ρga

2/2。如果能量传递速度为VE，则单位时间穿过竖直平面的能量为

eVE = 1
2ρga

2VE

将此式与平均功率N 对比，可知能量传递速度为

VE =U
2 =U*

注意，这里的U/2正是无限深行进波的群速度U*，因此，波动能量是以群速度U* 传

递的。
对于有限深行进波，可做类似的证明，结论是一样的，即其能量是以有限深行进

波的群速度传播的。对于浅水波，其能量是以浅水波的群速度（即等于浅水波波速）
传递的。

图5.15 波动能量以群速度传递

总之，波动能量是以相应的群速度传
递的。这个结论，对于具有波群的合成波
是容易理解的，因为能量集中于具有最大
波幅的波群处，但对于单波的理解现仍以
无限深行进波为例说明之。如图5.15所
示，考察竖直剖面两侧的邻近质点A与B
在一个周期内能量的变化情况，以分析两
质点之间通过压力做功而进行的能量传

递。质点A和B 的运动轨迹都是圆。在
一个周期内，质点A从左侧穿出剖面到右侧，又从右侧穿入剖面回至左侧。在这两
次穿越剖面过程中，其做等速圆周运动，动能保持不变，但失去了势能。同样，质点B
在一个周期内也两次穿越剖面，得到了势能。由此可见，剖面左右两侧的邻近质点，
在一个周期内通过复杂的压力做功，传递了自己的势能。即在一个周期内，波向前移
动了一个波长，其势能也向前传递一个波长。也就是说，波动势能以波速U 传递。
由于行进波的势能是总能量的一半，所以波动总能量以U/2速度传递，也就是以群
速度传递。
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5.6 浅水长波

微分形式的动量方程是一个非线性方程，要直接求解它是比较困难的。但对于
无旋运动，常常可以用其首次积分———拉格朗日积分来代替，从而避免了非线性问
题。前面对无旋运动的研究就是采用了这种方法。然而，在一般情况下，必须面对原
始形式的微分动量方程。此时，如何处理非线性问题就成为一个关键。常用的一个
方法就是所谓的小扰动线性化方法。即在小扰动假设前提下，将非线性方程进行线
性化近似处理。本节通过研究浅水长波以介绍这种方法。

5.6.1 浅水长波基本假设

图5.16 浅水长波

回顾前面所讨论的重力表面

波，实际上运用了五个假设条件，即
流体是理想、不可压缩的，外力只有
重力，波动是无旋的，并且只限于小
振幅波。这里讨论的浅水长波仍然假
设流体是理想、不可压缩的，外力或
者只有重力，或者除铅直方向有重力
外，在水平方向还可同时有质量力

X（x，t），它只与水平坐标x及时刻t有关。此外，仍然局限于讨论小振幅波（即波幅a
很小）。前述四个假设与重力表面波类似，所不同的是，这里不采用无旋波条件，而代
之以“浅水长波”的假设。所谓浅水，是指未扰动时的水深H0 很小，长波则是指其波
长λ很大———这是相对于水深而言的，浅水长波指的是H0≪λ（图5.16），因此，小振
幅与浅水长波的条件合并为

a≪H0 ≪λ
  因为质点沿z方向的速度w 变化很缓慢，铅直方向加速度为高阶小量，令

dw
dt =0

为补充假设，该补充假设的物理基础就在于流体运动在铅直方向变化尺度很小，而在
水平方向无界。

5.6.2 浅水长波基本方程

考虑不可压缩无黏流体运动，其基本方程组为

Δ

·V =0
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dV
dt=F-1

ρ

Δ

p

现在根据浅水长波假设来改写这组方程。先将动量方程写为分量形式，即

du
dt=X（x，t）-1

ρ
∂p
∂x

（5.66）

dw
dt =-g-1

ρ
∂p
∂z=0 （5.67）

这里用到了补充假设。将式（5.67）对z积分，并利用自由面压强为p0 的条件，得

p* =p0+ρg（H0+ζ-z）=p0+ρg（H-z） （5.68）
式中，H=H0+ζ为有扰动时的水深。式（5.68）表示铅直方向压强分布按静压分布。

压强沿水平方向的梯度为

∂p
∂x=ρg

∂H
∂x

由于ζ=ζ（x，t），从而H = H（x，t）。所以，上式表明压强沿水平方向的变化与z无
关，在各层高度上都是一样，并且压强梯度可用水面的坡度来表示。将上式代入方程
（5.66），得

du
dt=-g∂H∂x +X（x，t） （5.69）

这就是浅水长波沿x方向的动量方程，
现在利用方程（5.69）分析浅水长波中流体质点的运动情况。该方程表明，流体

质点沿x方向的加速度与z无关，即

du
dt=f1（x，t）

式中，f1（x，t）是与z无关的函数，表明处于同一铅直面上的各质点的水平加速度都
相同。如果开始时同一铅直面上各点的水平速度u t=0都相同，则以后任一时刻，它们
的水平速度也相同，即与深度z无关，如图5.17所示，即

u=u（x，t） （5.70）
但是，同一铅直面上各点的铅直方向速度w并不一样大。由连续性方程

∂u
∂x+∂w∂z =0

可以求出铅直速度w。因为

∂w
∂z =-∂u∂x=f2（x，t）

式中，f2（x，t）是与z无关的函数。此式对z积分得

w =f2（x，t）z+C（x，t）
式中，C（x，t）为任意函数，利用下底部条件，即z=0处，w=0，有C（x，t）=0，所以
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w =f2（x，t）z （5.71）
此式表明，铅直速度随高度z呈线性分布。

式（5.70）和（5.71）就是浅水长波传播的速度场。由此可见，这种波动并非局限
于表面附近，并且也不是无旋的。

下面讨论浅水长波的连续性方程。
在x处取δx宽度的一个竖直柱体元作为研究对象，它由左、右固定侧面，下底壁

及顶部自由面围成，见图5.18。根据质量守恒定律，左、右侧面的总质量净流出率为

∂（ρuH）/∂xδx，应等于柱体元内质量的减少率-∂（ρHδx）/∂t，因此，有

∂（ρH）
∂t =- ∂∂x

（ρuH）

因为流体不可压缩，所以将引起液面高度变化，有

∂H
∂t +u∂H

∂x =-H∂u
∂x

（5.72）

这就是以水深H 表示的连续性方程。式（5.69）和（5.72）就是浅水长波的基本方程。

  图5.17 浅水长波质点运动速度     图5.18 浅水长波连续性方程推导

5.6.3 浅水长波基本方程求解———小扰动线性化近似

上述方程组仍然是非线性的，可利用波的小振幅假设，对它做近似处理，使其变

为线性方程。为了简单起见，设水平质量力为零，即X（x，t）=0，考虑未受扰动时的
流体为静止的且无平流的情况。

此时u就是扰动引起的速度分量，故是小量，其偏导数∂u/∂x也是小量。动量方
程可化为

∂u
∂t+u∂u

∂x=-g∂H∂x
左端第二项为高级小量，可以略去。其右端

∂H
∂x = ∂

∂x
（H0+ζ）=∂ζ∂x

从而得到
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∂u
∂t=-g∂ζ∂x

（5.73）

同理，将H =H0+ζ代入连续性方程（5.72）中，考虑到H0 为常量，u和ζ及∂u/∂x
和∂ζ/∂x都是小量，略去高阶小量后得

∂ζ
∂t=-H0

∂u
∂x

（5.74）

所以，无平流时的基本方程为关于ζ和u的一组线性方程，从这组方程很容易理解流
体波动的物理机制。例如由初始波面∂ζ/∂x≠0，通过重力作用产生水平气压梯度力，
引起水平加速度，使∂u/∂t≠0，出现水平辐合辐散∂u/∂x≠0。又由于流体不可压缩，
势必引起水平高度变化∂ζ/∂t≠0。于是又反过来影响波面。如此反复，形成波动。

现在再讨论线性方程（5.73）和（5.74）的求解。因为只找波动解，故可设形式
解为

ζ=ζ0ei（kx-σt）， u=u0ei（kx-σt）

式中，ζ0和u0分别是它们的幅值。将形式解代入方程组得到求解u0和ζ0的一组代数

方程：

-σu0+gkζ0 =0， H0ku0-σζ0 =0
这就是本征值问题，要使u0 和ζ0 有非零解，由系数行列式必须为零，得

σ
k（ ）2 =gH0

则波速可写为

U = σ
k =± gH㊣ 0

它代表是两个方向的行进波，波速只与水深H0有关。也可直接将式（5.73）与（5.74）
合并，消去u得到ζ的波动方程为

∂2
ζ
∂x2 - 1

gH0

∂2
ζ
∂t2 =0

可见，波速U=± gH㊣ 0。上述方程的一般解为ζ=F（x±Ut），式中，F1，F2为任意函

数。u也有类似的解。

5.7 分层流与内波

密度随高度发生变化（分层结构）的流体，称为分层流体或层结流体。大气中由
于上下层受热不均，温度、密度不同，海洋中由于上下层海水温度和含盐量的不同，其
密度随高度的分布亦不均匀。所以，地球上的大气、海洋都是分层流体。如果流体的
密度分层具有上轻下重的结构，称之为稳定层结。内波就是发生在密度层结稳定的
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流体中的一种波动。本节讨论间断分层流体中的界面内波和连续分层流体中的重力
内波。

5.7.1 界面内波

图5.19 界面波

内波的一种最简单的形式是发生在

两层密度不同、互不参混的流体界面处
的波动，称之为界面内波。在海洋中，实
际海水密度的变化都是连续的，但可以
近似地把海洋中强跃层处的波动视为界

面内波，它能解释很多的内波现象。
这里讨论两种密度各自均匀、互不

相混的理想不可压缩重力流体，在其界
面上产生的平面行进波，如图5.19所示。
设两层流体密度分别为ρ1 和ρ2，上层与下层的流体厚度分别为h1 和h2，上下边界分
别为两个无界平行刚壁，并假设它们各自有x方向的水平速度V10 和V20。取未受扰
动时的水平分界面为xy平面，z轴铅直向上。下面分析小振幅简谐界面波动的特性，
包括频散关系、界面内波的存在性和稳定性。

根据拉格朗日定理，理想不可压缩重力流体的无旋运动具有保持性，故而所讨论
的波动是无旋的。为此，在上层和下层流体运动分析中分别引入速度势φ1 和φ2，把
速度势看成是由原先的水平速度势叠加一个波动部分。这样，如果研究某一波长为

λ（或波数为k）的小振幅界面波：

ζ=acos（kx-σt） （5.75）
那么，可设上下两层流体速度势的形式解分别为

φ1 =φ′1+φ″1=V10x+C1chk（z-h1）sin（kx-σt）

φ2 =φ′2+φ″2=V20x+C2chk（z+h2）sin（kx-σt）
（5.76）

式中，C1，C2 是两个待定常数。为了确定C1，C2 和σ三个未知量，需要有三个关系式。
事实上，在写出上述形式解时，已经考虑了拉普拉斯方程和底部边界条件：

Δ

2φ=0， ∂φ1

∂z z=h1
=0， ∂φ2

∂z z=-h2
=0

故仅剩下分界面上的运动学条件和动力学条件未使用。
首先讨论分界面上的运动学条件。为书写方便，将两种流体的速度势形式解

（5.76）统一写成

φ=φ′+φ″
式中，φ′代表平流部分（为一般量），φ″代表波动部分（为小量），对上层和下层中的流
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体分别用脚标1和2表示。由于速度项中包含平流速度，故其平方项不能随意略去。
由V =

Δ

φ知，速度场为

u=∂φ∂x=∂φ′∂x+∂φ″∂x =V0+∂φ″∂x

w =∂φ∂z=∂φ′∂z+∂φ″∂z ≈∂φ″∂z
式中，水平速度u第一部分为一般量，第二部分为小量，而w为小量，所以

V2 =u2+w2 ≈V2
0+2V0

∂φ″
∂x

（5.77）

上式已略去高阶小量（∂φ″/∂x）2 和（∂φ″/∂z）2。
由于分界面是物质面，界面上的质点仍保持在界面上，故其铅直速度分量可写为

∂φ
∂z（ ）

z=0
=dζ

dt=∂ζ∂t+u∂ζ
∂x≈

∂ζ
∂t+V0

∂ζ
∂x

（5.78）

这就是分界面上运动学条件近似表达式，式中已略去高阶小量。式（5.78）对于界面
处上下两种流体都适用。为了求得对两种流体的具体表达式，分别将它们的速度势

φ1，φ2，平流速度V10，V20，以及波面方程ζ代入式（5.78），经化简，上、下层流体在分界
面上的运动学条件分别为

-C1kshkh1 =a（σ-V10k） （5.79）

C2kshkh2 =a（σ-V20k） （5.80）

  其次讨论分界面上的动力学条件。将拉格朗日积分写为

∂φ
∂t+V2

0

2 +V0
∂φ″
∂x +gz+p

ρ
=G（t）

式中，速度平方项已用式（5.77）代入，略去了高阶小量。在分界面z=ζ处，若p=
p0，则有

∂φ
∂t z=0

+V2
0

2 +V0
∂φ″
∂x z=0

+gζ+p0

ρ
=G（t）

此式对上下两种流体都适用。利用界面处两种流体的压强相等，即p01 =p02 =p0，消
去p0 后整理得

 ρ1G1（t）-ρ1gζ-1
2ρ1V2

10-ρ1V10
∂φ″1

∂x |z=0-ρ1
∂φ1

∂t|z=0

 =ρ2G2（t）-ρ2gζ-1
2ρ2V2

20-ρ2V20
∂φ″2

∂x |z=0-ρ2
∂φ2

∂t|z=0

将ζ，φ1，φ2 及φ″1，φ″2代入上式，经整理得

cos（kx-σt）（ρ2ga-ρ1ga+ρ2V20C2kchkh2-ρ1V10C1kchkh1+ρ1C1σchkh1-ρ2C2σchkh2）

=ρ2G2（t）-ρ1G1（t）+1
2ρ1V2

10-1
2ρ2V2

20
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上式右端仅为时间t的函数，而左端因子cos（kx-σt）与坐标x有关，欲使此式成立，
必须两端都等于零，亦即左端括号内等于零

ρ1C1σchkh1（σ-V10k）-ρ1ga=ρ2C2σchkh2（σ-V20k）-ρ2ga （5.81）
上式即为分界面上的动力学条件。

由方程（5.79）、（5.80）和（5.81）消去C1，C2，得到

ρ1cthkh1（U-V10）2+ρ2cthkh2（U-V20）2 =
（ρ2-ρ1）g

k
（5.82）

式中，ρ1，ρ2，h1，h2，V1，V2及k均为已知，故由该式可计算界面波传播速度U。进一步，
可利用该式讨论界面波的存在与稳定性条件。

因式（5.82）左端总是正值，若存在界面波，必有ρ2＞ρ1，即密度小的流体必须在
上部，而密度较大的流体必须在下部，这就是界面波存在的必要条件。

为便于讨论，设两种流体深度均为无限深，即h1 → ∞，h2 → ∞，则有cthkh1 =
cthkh2 =1，式（5.82）可写成

ρ1（U-V10）2+ρ2（U-V20）2 =
（ρ2-ρ1）g

k
（5.83）

由此可解得波速

U =ρ1V10+ρ2V20

ρ1+ρ2
±

（ρ2-ρ1）
（ρ2+ρ1）

g
k -ρ1ρ2（V20-V10）2

（ρ2+ρ1）2㊣ =U1±U2 （5.84）

通常称U1 为波动的平流速度，U2 为波动的动力速度。因为波速U 为实数才有意义，
因此要求根号内的值必须大于或等于零，即

（ρ2-ρ1）
（ρ2+ρ1）

g
k ≥ρ1ρ2（V20-V10）2

（ρ2+ρ1）2
 或  k≤

（ρ
2
2-ρ

2
1）g

ρ1ρ2（V20-V10）2

这就是界面波稳定性条件，即当ρ1，ρ2，V10，V20给定后，波数k必须小于或等于某个特
定值，界面波才能稳定。由于波长λ=2π/k，故要求波长λ必须大于某一特定值，界面波
才能稳定；否则，界面波就一定不稳定。由此可见，对界面波来说，长波比短波更稳定。另
外，由稳定性条件还可看出，当ρ2 ＜ρ1 时，即流体上重下轻，则界面波一定不稳定。

若上、下层流体的平流速度为零，即V10 =V20 =0，则界面波波速为

U =±
（ρ2-ρ1）g
（ρ2+ρ1）k㊣

如果上层流体ρ1=0，则进一步化为

U = g
k㊣ = gλ

2π㊣
上式就是无限深流体中表面波的传播速度。由于水的密度约是空气的770倍，所以
讨论空气和水之间的界面波时，可不考虑空气的存在，将其作为表面波处理。
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5.7.2 重力内波

实际流体中的密度是连续的，因此，内波不仅能在界面上产生，而且在流体内部
处处都可能产生。表面波的恢复力主要为重力，故有表面重力波之称，而内波的恢复
力为约化重力（即重力与浮力之差），简称为重力内波。由于内波的恢复力很弱，无论
是它的传播速度还是由它引起水质点的运动都比表面波慢得多。

考虑不可压缩流体未受扰动时密度随高度的分布为ρ0（z）。设体积为τ的流体微
团，在某扰动下由原平衡高度z，上升到达新高度z+ζ。该流体微团在新高度上受到
的浮力为τρ0（z+ζ）g，它本身的重量为τρ0（z）g，因此，它受到的沿z方向的合力为

τ[ρ0（z+ζ）-ρ0（z）]g。当ζ很小时，该合力可近似地写为τ（dρ0/dz）ζg，若不计流体运
动引起的压强变化，该流体微团的运动方程为

ρ0τd2
ζ

dt2 =τ dρ0

dz（ ）ζg （5.85）

记

N = -g
ρ0

dρ0

dz㊣ （5.86）

称为浮力频率，又称Brunt-Väisälä频率。则方程（5.85）化为

d2
ζ

dt2 +N2
ζ=0

若dρ0/dz＜0，上述方程的周期性振荡解为

ζ=A1cosNt+A2sinNt （5.87）
可见，微团的位移与净浮力（重力与浮力的合力）总是反方向的，微团在其平衡位置附
近发生振荡，其振荡圆频率为N。

下面建立重力内波的控制方程。考虑不可压缩及具有稳定层结dρ0/dz＜0的分
层流体，其平衡状态满足静力平衡方程，即

0=-

Δ

p0+ρ0g （5.88）
当流体发生小扰动后，用撇号“′”表示微扰动量，于是有

V =V′
p=p0+p′ |p′|≪p0

ρ=ρ0+ρ′ |ρ′|≪ρ0

㊣
╭

╰

（5.89）

将上式代入欧拉方程，略去高阶小量，方程可简化为

ρ0
∂V′
∂t =-

Δ

′p+ρ′g （5.90）

根据不可压缩流体假设，同样近似程度下，其数学表达式可写为
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dρ
dt=∂ρ′∂t+wdρ0

dz =0 （5.91）

不可压缩流体的连续方程为

Δ

·V′=0 （5.92）
方程（5.90）、（5.91）和（5.92）就是微扰动线性化的重力内波控制方程。

设波动形式的解为

u
v
w
p

ρ

┌

└

┐

┘

=

U
V
W
P
R

┌

└

┐

┘

exp[-i（σt+kx+ly+mz）] （5.93）

式中，扰动量（u′，v′，w′，p′，ρ′）的撇号已去掉，大写字母（U，V，W，P，R）为对应扰动
量的振幅，并取复常数。上式表示三维波动，k，l，m分别为三个坐标方向的波数，K =
ki+lj+mk为波数矢量，即波动沿K方向传播。

将式（5.93）代入式（5.90）、（5.91）和（5.92），可得

iσρ0U =-ikP
iσρ0V =-ilP
iσρ0W =-imP+gR

-iσR+dρ0

dzW =0

ikU+ilV+imW =0

㊣

╭

╰

（5.94）

在上式中消去U，V，W 后，可得关于P和R 的两个联立方程：

-ik2

ρ0
+l2

ρ0
（ ）P+i2σ2m dρ0

dz（ ）-1

R=0

-imP+ ρ0σ2 dρ0

dz（ ）-1

+g[ ]R =0
㊣

╭

╰

（5.95）

该齐次方程组有非零解的充要条件为其系数行列式等于零，经简化后得

σ=N 1- m2

k2+l2+m2（ ）1/2 或σ=N
（K2-m2）1/2

K =N|sinθ| （5.96）

式中，K2 =k2+l2+m2，θ为等位相面法向（即波数矢K 方向）与z轴的交角。式
（5.96）即重力内波的频率方程。由此式可知，分层流体中重力内波的圆频率σ以N为
上限。重力内波的相速度公式则为

c= σ
k =N

（K2-m2）1/2

K2 （5.97）

上述分析仅给出线性重力内波的初步结果，有关非线性内波的研究尚处于不断
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探索之中，感兴趣的读者可参考有关专著。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

应用例

例1 求无限深海面上浮标一分钟内上升下降15次的海洋表面波波长和传播
速度

解：根据题意，波动的周期为T =4（s）。由无限深流体中波动的频散关系σ2 =
kg，即

2π
T（ ）2 =2π

λg

解得波长为

λ=gT2

2π =9.8×42

2×3.14≈24.97（m）

根据定义，波的传播速度为

U = λ
T =24.97

4 ≈6.24（m/s）

例2 证明不可压缩理想流体在重力作用下表面波问题的解是唯一的
证明：对于不可压缩理想流体在重力作用下的表面波问题，引入速度势φ，可以

化为拉普拉斯方程混合问题的求解，即

Δ

2φ=0

∂φ
∂n（ ）

固定边界
=0， ∂φ

∂z+1
g
∂2φ
∂t2（ ）

z=0
=0 （边界条件）

φ
z=0
t=0

=F（x，y）， ∂φ∂t z=0
t=0

=f（x，y） （初始条件）

㊣

╭

╰

利用反证法：设函数φ1和φ2同时满足上述方程组，令φ=φ1-φ2，由于拉普拉斯
方程及定解条件是线性的，则函数φ不仅满足拉普拉斯方程及边界条件，也满足初始
条件：

φ t=0，z=0 =0， ∂φ∂t t=0，z=0
=0

它表明流体既没有初始速度，也没有初始波形。或者说，开始时流体是静止不动的，
而且自由面又是水平面，当然不能产生任何运动，因此，满足上述条件的φ代表流体
的静止状态，从而φ=常数，即
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φ1-φ2 = 常数
由此说明，φ1 与φ2 至多差一个常数，拉普拉斯方程混合问题的解是唯一的，它们所代
表的流体波动是完全相同的。

例3 有限深流体中驻波的波动特性与流动特性分析
解：有限深流体重力表面波的速度势表达式（5.31）中的四个叠加单元，每一个

都代表驻波运动。下面以φ=Cchk（z+h）cosσtsinkx为例予以分析。
（1）自由面形状和波幅：将φ代入波轮廓方程（5.21），得

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
=Cσ

g
chkhsinσtsinkx =A（t）sinkx

其节点位置固定不变，显然这是驻波。波幅a= （Cσ/g）chkh，与无限深流体中的驻波
相比多了因子chkh。

（2）频散关系：将φ代入自由面上的运动学条件（5.22），得

σ2 =kgthkh
它比无限深流体中的驻波多了因子thkh，可见，在有限深流体中，频率σ不仅与波长
有关，而且与深度h有关。质点的振动周期为

T =2π
σ = 2π

kgth㊣ kh
表明周期T不仅与波长有关，也与深度h有关。

（3）速度场：根据速度定义，有

u=∂φ∂x=Ckchkh（z+h）cosσtcoskx

w =∂φ∂z=Ckshkh（z+h）cosσtsinkx

（4）迹线：考虑流体质点只在平衡位置附近振动，平衡位置（x0，z0）近似代替瞬时
位置（x，z），对速度场表达式积分，得到

x=x0+achk（z0+h）
shkh coskx0sinσt

z=z0+achk（z0+h）
shkh sinkx0sinσt

从而

z-z0

x-x0
=thk（z0+h）tgkx0

上式就是有限深流体平面驻波中流体质点的运动轨迹，它是斜率为thk（z0+h）tgkx0

的直线段。
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例4 有限深流体中行进波的波动特性与流动特性分析
解：取有限深平面波速度势表达式（5.31）中的φ3 与φ2 叠加，即

φ=φ3-φ2 =Cchk（z+h）sin（kx-σt）
（1）波轮廓线可表示为

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
=Cσ

g
chkhcos（kx-σt） 或  ζ=acos（kx-σt）

式中，a= （Cσ/g）chkh为波幅，显然，这是一个右行波。
（2）频散关系
将φ代入自由面上的运动学条件（5.22），得

σ2 =kgthkh
它与有限深流体中驻波的情况一样，利用这个关系，可以得到有限深流体中行进波的
波速公式，即

U = σ
k = g

kth㊣ kh = gλ
2π

th2πh
λ㊣

可见，通常情况下，有限深流体中行进波的波速不仅与波长有关而且还与流体深度
有关。

若深度h与波长λ相比小很多，即h≪λ，则有thkh≈kh，因而

U = g㊣h
表明水深很浅时的波速与波长无关，只与深度h有关，这种波叫作浅水波。

若深度h比波长λ大很多，即h≫λ，则有thkh≈1，因而

U = gλ
2π㊣

表明波的传播速度与无限深行进波一样，只与波长有关，与水深无关，这种波叫作深
水波。事实上，如果深度h=λ，则有th（2πh/λ）=th2π≈0.998，已显示出深水特性。

（3）速度场

u=∂φ∂x=Ckchkh（z+h）cos（kx-σt）

w =∂φ∂z=Ckshkh（z+h）sin（kx-σt）

（4）迹线

用平衡位置（x0，z0）近似代替瞬时位置（x，z），对速度表达式中的时间t积分，有

x=x0-achk（z0+h）
shkh sin（kx0-σt）
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z=z0+ashk（z0+h）
shkh cos（kx0-σt）

或
（x-x0）2

achk（z0+h）
shkh[ ]2

+
（z-z0）2

ashk（z0+h）
shkh[ ]2

=1

式中，a= （Cσ/g）chkh为波幅。此式表明，有限深行进波中流体质点的运动轨迹为椭
圆，其半轴视质点所在位置的深度而异。在底部z=-h处，椭圆转化为水平直线，即
底层质点沿水平直线振动，如图5.20所示。

图5.20 有限深行进波质点运动轨迹

例5 求有限深水域具有波轮廓线ζ=asin（kx-σt）的行进波的速度势φ
解：根据自由面上的动力学边界条件中ζ与φ的导数关系，可设φ的形式解为

φ（x，z，t）=f（z）cos（kx-σt）
式中，f（z）是一个待定函数。将此形式解代人φ必须满足的拉普拉斯方程和底部边界
条件，即

Δ

2φ=∂
2φ
∂x2 +∂

2φ
∂z2 =0， ∂φ∂z z=-h=0

可得到f（z）的定解问题，即

f″（z）-k2f（z）=0， f′（z）z=-h=0
由此求得f（z）的解为

f（z）=C1ekz +C2e-kz， C1 =C2e2kh

或

f（z）=Dchk（z+h） （D为待定常数）
从而

φ=f（z）cos（kx-σt）=Dchk（z+h）cos（kx-σt）
将上述φ和ζ的表达式代入自由面动力学边界条件，可求得
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D =-ag
σ

1
chkh

最后可得速度势为

φ=-ag
σ

chk（z+h）
chkh cos（kx-σt）

这里只举了一个有限深度行进波的例子。实际上，对于驻波或对于无限深流体
中的波动，这种设形式解的方法均适用。

例6 计算有限深流体中行进波的相速度和群速度
解：根据例4中推导，有限深流体中行进波的频散方程为

σ2 =kgthkh
因此，波的相速度为

U = σ
k = g

kth㊣ kh

波的群速度为

U* =dσ
dk= 1

2
g
kth㊣ kh 1+ 2kh

sh2kh（ ）=U
2

1+ 2kh
sh2kh（ ）

当h→ ∞，有limh→∞ 2kh/sh2kh（ ）=0，故U* =U
2

，这就是无限深情况。当h→0，有

limh→0 2kh/sh2kh（ ）=1，故U =U*，与浅水情况一致。

例7 求在一个波长范围内单位厚度流层中有限深流体驻波的动能、势能和机
械能

解：设有限深流体中驻波的速度势为

φ=cchk（z+h）cosσtsinkt
则波轮廓方程为

ξ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
=asinσtsinkx

式中，a= （cσ/g）chkh为波幅。一个波长范围内单位厚度薄层流体的动能为

Ek = ρ
2∫

λ

0
φ∂φ∂z（ ）

z=0
δx = ρ

2∫
λ

0
c2kchkhshkhcos2σtsin2kxδx

= 1
4ρc

2kλchkhshkhcos2σt

利用有限深流体中的频散关系σ2 =kgthkh，则动能化简为

Ek = 1
4ρa

2gλcos2σt
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一个波长范围内单位厚度薄层流体的势能为

Ep = 1
2ρg∫

λ

0
ζ

2δx = 1
2ρg∫

λ

0
a2sin2σtsin2kxδx = 1

4ρga
2λsin2σt

总的机械能为

E=Ep +Ek = 1
4ρga

2λ

例8 推导具有水平流的浅水长波控制方程与频散关系
解：将水平速度u和水深H 表示为

u=V0+u′ 和  H = H0+ζ
式中，V0 和H0 分别为未受扰动流体的均匀速度和水深，均为一般量；u′和ζ分别为
扰动的速度和水深变化，均为小量。将u和H 的表达式代入浅水长波基本方程（5.69）
和（5.72），得

∂
∂t

（V0+u′）+（V0+u′）∂
∂x

（V0+u′）=-g∂∂x
（H0+ζ）

∂
∂t

（H0+ζ）+（V0+u′）∂
∂x

（H0+ζ）=-（H0+ζ）∂
∂x

（V0+u′）

考虑到V0 和H0 为常值一般量，不随空间和时间变化。u′和ζ为小量，它们的导数也
是小量。将上述两式展开，略去高阶小量，得关于扰动量u′和ζ的一组线性方程为

∂u′
∂t+V0

∂u′
∂x =-g∂ζ∂x

∂ζ
∂t+V0

∂ζ
∂x=-H0

∂u′
∂x

该方程即为有平流的浅水长波控制方程。
上述方程显然是一组波动方程，可用来求解本征值问题获得波动的频散关系。

为此，令ζ和u′具有波动形式解，即

ζ=ζ0ei（kx-σt）， u′=u0ei（kx-σt）

式中，ζ0和u0是扰动量ζ及u′的幅值。将它们代入上述控制方程，得到求解ζ0和u0的

一组代数方程，即
（kV0-σ）u0+gkζ0 =0
H0ku0+（kV0-σ）ζ0 =0

要使u0 及ζ0 有非零解，则有

kV0-σ gk
H0k kV0-σ

=0

由此得到有平流时浅水长波的频散关系为
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V0-σ
k（ ）2-gH0 =0

还可以解得有平流时的浅水长波波速为

U = σ
k =V0± gH㊣ 0

例9 推导上下两层无限深流体中界面波波速与群速度表达式
解：设上下两层流体的密度和厚度分别为（ρ1，h1）和（ρ2，h2），且ρ1 ＜ρ2，不考虑

水平流动。借助式（5.82），有

ρ1cthkh1（U-V10）2+ρ2cthkh2（U-V20）2 =ρ2-ρ1

k g

令h1 → ∞，h2 → ∞，且取V10 =V20 =0，得

U = gλ
2π

ρ2-ρ1

ρ1+ρ2
（ ）[ ]1

/2

由瑞利公式可求得群速度为

U* =U-λdU
dλ = gλ

2π
（ρ2-ρ1）/（ρ1+ρ2）[ ]1

/2

 -1
2λ

1
㊣λ

g
2π

（ρ2-ρ1）/（ρ2+ρ1）[ ]1
/2

= 1
2

gλ
2π

（ρ2-ρ1）/（ρ2+ρ1）[ ]1
/2

= 1
2U

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

实践题

1.求波长为145m海洋波的波速和周期。

2.海洋波以10m/s的速度移动，试求波长和周期。

3.设有限深不可压缩理想重力流体中波动的速度势为φ = Cchk（z+h）

cosσtcoskx。求：（1）波轮廓线方程和波幅；（2）节点的位置，并说明这种波是驻波；
（3）σ与k的关系；（4）速度场、流线族方程和平衡位置为（x0，z0）的流体质点的迹线；
（5）压强场。

4.设无限深不可压缩理想重力流体中波动的速度势为φ=Cekzcos（kx-σt）。求：
（1）波轮廓线方程和波幅；（2）节点和腹点的位置，并说明这是一种行进波，求波速；
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（3）波长λ和周期T；（4）σ与k的关系及λ与T 的关系；（5）速度场、流线族方程和平
衡位置为（x0，z0）的流体质点的迹线；（6）压强场。

5.设无限深不可压缩理想重力流体中有一行进波，其自由面方程为ζ=acos（kx-
σt），求波动的速度势。

6.无限深水域中，在水面下z=-d处放置压强传感器记录到压强波动的最大变
化为H，圆频率为σ，试求自由面波动的波幅和圆频率。

7.证明：W（z）=acosk（z+ih-ct）是水深为h流体中的行进波之复势，其中k=
2π/λ为波数，c为波速，z=x+iy为复变数，y轴竖直向上，原点在静止的水面上。

8.已知不可压缩流体平面势流的复势为W（z）=Bsinm（z+ih）sinqt，其中B，m，

q，h为实常数，z=x+iy为复变数，y轴竖直向上，试说明流动类型，并指出几个常数
的物理意义。

9.设无限深不可压缩流体中，有两列波幅相同、传播方向相同的平面简谐波，其
波数分别为k1 =12m-1和k2 =10m-1，取g=9.8m·s-2。求：（1）合成波的传播速
度；（2）一个波群所占有的空间距离及所包含的个别波个数；（3）群速度。

10.在深度为h的水域中，有一沿x轴方向传播的行进波，试求一个波长范围内
单位厚度薄层流体的动能、势能、机械能和波动能量的传播速度。

11.试以有限深流体中的简谐行进波为例，证明单位时间内通过单位宽度波动
横截面所传递的波动能量是

N =eU* =Ek+Ep

λ
U*

式中，e= （Ek+Ep）/λ是单位长度上的波动能量，U* 是群速度。

12.若渠道各横截面彼此相等，面积为S，且水面上的横截面宽度为b，试求渠道
中长波的传播速度。

13.求在深度为20cm的梯形截面渠道中长波的传播速度。设梯形的上底为

60cm，下底为40cm。

14.设有上下两层液体，其密度分别为ρ1 和ρ2（ρ1＜ρ2），深度均为无限深，上层
液体以速度V0 沿x轴移动，下层液体无平行移动。试证明分界面上波长为λ行进波
的传播速度U 满足

g（ρ2-ρ1）=2π
λ

[ρ1（U-v0）2+ρ2U2]

15.设有上下两层液体，其密度分别为ρ1 和ρ2（ρ1＜ρ2），深度均为无限深，且均
无平行移动。试证明分界面上波长为λ行进波的传播速度和群速度分别为

U = gλ
2π

（ρ2-ρ1）
（ρ2+ρ1）[ ]

1
2

 和  U* = 1
2U
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16.证明：不可压缩分层流体中，质点浮力振荡的圆频率为

N = -g
ρ0

dρ0

dz㊣
式中，ρ0（z）是未受扰动时密度随高度的分布。

17.导出不可压缩分层流体中小振幅重力内波运动的控制方程，并证明重力内
波的圆频率σ以N 为上限。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

本章涉及的研究对象主要包括三类流体波动，它们是不可压缩理想重力流体的
表面波、浅水长波和重力内波。

1.基本概念
（1）波动概念
（2）波动参数：波长、周期、波数、圆频率、相速度、波幅、群速度、波能（包含势能和

动能）
（3）运动和动力学参数：质点速度、流线、迹线、压强
（4）频散关系，包括无限深和有限深流体
（5）小振幅波假设

2.基本理论
（1）不可压缩理想重力流体的表面波是一种无旋运动，可用引入速度势的方法研

究其性质。根据小振幅波假设，可以获得平面重力表面波的控制方程组：

             ∂
2φ
∂x2 +∂

2φ
∂z2 =0 ①

∂φ
∂t+gz+p-p0

ρ
=0 ②

ζ=-1
g
∂φ
∂t（ ）

z=0
③

∂φ
∂z（ ）

z=0
=-1

g
∂2φ
∂t2（ ）

z=0
④

∂φ
∂t（ ）

z=-h，或z=-∞
=0 ⑤

利用分离变量法求解拉普拉斯方程①，由边界条件④和⑤确定速度势φ的具体表达
式和频散关系；再由方程 ③ 确定波的轮廓线，由频散关系确定波动要素（波长、周期、
波数、波速）之间的关系，以及群速度和波动能量。进一步，由方程 ② 确定压强场，由
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V=

Δ

φ确定速度场，再由速度分布确定波动质点的流线和轨迹线。不可压缩理想重
力流体的表面波动可以分成两种类型：一类是驻波，另一类是行进波。两种波动类型
的讨论可分别在无限深流体和有限深流体中进行。

（2）浅水长波是指不可压缩理想重力流体在水深较浅条件（H0≪λ）下做一种小
振幅的表面波动。考虑垂向速度变化缓慢（dw/dt=0），由此建立水深H 变化的控制
方程：

∂u
∂t+u∂u

∂x=-g∂H∂x +X（x，t） 和  ∂H∂t +u∂H
∂x =-H∂u

∂x
采用小扰动线性化近似化方法将其化为关于水面扰动ζ的方程组，再通过设波动形
式解的方法，获得浅水长波的波动性质。

（3）重力内波是指发生在密度稳定层结流体内部的一种波动。内波一种最简单
的形式是发生在两层密度不同、互不参混流体之间的界面波，可以借助均匀流体中波
动理论来研究，通过界面运动学和动力学条件讨论界面波的特性。密度连续变化流
体中内波的研究可借助于理想不可压缩流体基本方程建立重力内波的控制方程，推
导尚限于小扰动的线性内波问题。连续分层流体中内波的恢复力为约化重力，即重
力与浮力之差。与表面波相比较，内波具有周期（或波长）长、传播速度慢以及三维传
播等特点，它的振动频率上限是浮力频率。

3.基本方法
（1）已知重力波的波长，求波速和周期；
（2）已知重力波的圆频率，求波速和周期；
（3）已知波轮廓方程，求波动参数和运动参数；
（4）已知速度势，求波动参数和运动参数；
（5）估算波动能量。
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第6章 黏性流体动力学基础

在前面各章中，除了运动学和静力学等内容外，所研究的对象是理想流体，它是
真实流体的一种近似，其结果具有重要意义。但是，真实流体都有一定的黏性，在一
些问题中，如果把它看作理想流体，所得结果就与实际相差较远。例如，在圆柱绕流
中，理想流体的理论不能解释圆柱实际受到的阻力；又如，对于离地面约1.5km以
上的大气，可以不考虑摩擦力，把它看作理想流体，但是研究这个高度以下大气的运
动，就必须考虑摩擦力。因此，有必要进一步研究黏性流体运动的一些基本规律。

黏性流体有两种不同的流动状态———层流和湍流。层流是一种层次分明的有规
则的运动，流体的速度和其他物理量无论在空间上还是在时间上都是连续的；湍流是
一种无规则的随机运动，流体的速度和其他物理量都不规则地剧烈脉动着。本章主
要阐述层流问题的基本理论，并对湍流问题做初步介绍。

全章内容分为八个部分：第一，介绍应力张量的概念，建立应力张量和形变率张
量之间的基本关系；第二，建立黏性流体动力学基本方程；第三，介绍黏性流动的基本
特性；第四，推导不可压缩黏性流体层流问题的精确解；第五，讨论相似理论和量纲分
析；第六，推导小雷诺数流动问题的近似解；第七，讨论大雷诺数流动问题的处理方
法———层流边界层理论；第八，介绍湍流引论。

6.1 应力张量与形变率张量

黏性流体之所以与理想流体不同，就在于黏流中存在着切应力。因此，黏性流体
受到的表面力要比理想流体复杂得多。为了描述流体中一点的受力状态，需要引入
一个新的物理量，即应力张量。

6.1.1 应力张量

在3.1节中曾经指出，理想流体和静止流体的表面力一定是正压力，且同一点处
在各方向的压强都相等，因此，理想流体和静止流体中的应力矢量可表示为

pn =-pn
式中，压强p是空间位置r和时间t的函数，即p=p（r，t）。但是，对于黏性流体来说，
应力矢量pn 不仅决定于作用点的位置，而且还与作用面元的取向有关，一般它是位
置矢量、面元法向n和时间的函数，即



pn =pn（r，n，t） （6.1）

图6.1 小四面体各面上的应力

因此，流体中某一点的应力状态不能用一个
矢量来决定，必须引入一种新的物理量 ———
应力张量，来描述它的应力状态。

为此，首先证明作用在任一点M 处以n
为法向的面元上的应力矢量pn，可用该点处
三个以坐标轴方向为法向的面元上的应力

矢量px，py，pz来表示。取以M为顶点的小四
面体MABC，其三个侧面分别平行于各个坐
标面，设底面ABC的面积为Δσ，法向为n，高
为h，如图6.1所示，则三个侧面的面积分别
为

Δσx =Δσcos（n，x）=nxΔσ
Δσy =Δσcos（n，y）=nyΔσ
Δσz =Δσcos（n，z）=nzΔσ
㊣
╭

╰

（6.2）

小四面体的体积为τ=hΔσ/3。对小四面体的流体元应用动量定理，有

Fρτ+pnΔσ+p-xΔσx +p-yΔσy +p-zΔσz =dV
dtρτ

由于p-x =-px，p-y =-py，p-z =-pz，并利用式（6.2），有

F-dV
dt（ ）ρ1

3hΔσ+pnΔσ-（nxpx +nypy +nzpz）Δσ=0

上式各项除以Δσ，并令h→0，得

pn =nxpx +nypy +nzpz （6.3）
注意，各应力矢量不一定沿各作用面的法线方向。将上式写成分量式，有

pnx =nxpxx +nypyx +nzpzx

pny =nxpxy +nypyy +nzpzy

pnz =nxpxz +nypyz +nzpzz

㊣
╭

╰

（6.4）

这就证明了应力矢量pn 可用以三个坐标轴为法向的面元上的应力矢量px，py 和pz

来表示。而三个矢量px，py 和pz 又各有三个分量。因此，流体中某点M（x，y，z）处在
时刻t的应力状态应由三个矢量或九个分量来决定，九个分量可以排列成一个矩阵，
记为

P=
pxx pxy pxz

pyx pyy pyz

pzx pzy pzz

┌

└

┐

┘
=pij （6.5）
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式中，pij 表示作用在以xi轴为法向面元上的应力沿xj方向的分量（注：x1，x2，x3 分

别表示x，y，z轴），称为应力张量。pij 还可以用并矢关系表示为

P=ipx +jpy +kpz （6.6）
事实上，

ipx +jpy +kpz =
1
0
0

┌

└

┐

┘

[pxx pxy pxz]+
0
1
0

┌

└

┐

┘

[pyx pyy pyz]+
0
0
1

┌

└

┐

┘

[pzx pzy pzz]

=
pxx pxy pxz

0 0 0
0 0 0

┌

└

┐

┘
+

0 0 0

pyx pyy pyz

0 0 0

┌

└

┐

┘
+

0 0 0
0 0 0

pzx pzy pzz

┌

└

┐

┘
=

pxx pxy pxz

pyx pyy pyz

pzx pzy pzz

┌

└

┐

┘
矢量与张量的内积遵从结合律，因此，有

n·P=n·（ipx +jpy +kpz）= （n·i）px +（n·j）py +（n·k）pz

=nxpx +nypy +nzpz

利用式（6.3），有

pn =n·P （6.7）
将式（6.4）写成矩阵等式后也可以得到上述结果。

应力张量P的九个分量中，pxx，pyy，pzz为法应力，其余为切应力。可以证明，应
力张量是对称张量，即

pij =pji （6.8）
为此，在流体中取以点M（x，y，z）为中心、六个面分别平行于各坐标面、边长分别为

δx，δy和δz的小长方体，作过点M 且平行于坐标y的轴线y′，如图6.2所示。利用动
量矩定理，考虑切应力对轴线y′的力矩，忽略质量力力矩和动量矩变化率项的高阶
小量，有

pzx +∂pzx

∂z
δz
2（ ）δxδyδz

2+ -pxz +∂pxz

∂x
δx
2（ ）δyδzδx

2 -

pxz +∂pxz

∂x
δx
2（ ）δyδzδx

2 - -pzx +∂pzx

∂z
δz
2（ ）δxδyδz

2 =0

化简后，得

pxz =pzx

同理，考虑对其他两个方向的分量式，可得pxy =pyx，pyz =pzy。由此证明了应力张量
是对称张量，故在应力张量的九个分量中，只有六个量是彼此独立的。

在理想流体和静止流体中，pxx =pyy =pzz =-p，pxy =pyx =pxz =pzx =pyz

=pzy =0，则应力张量为

P=-pI （6.9）
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式中，I为单位张量，其分量为

Iij =δij =
1 i=j
0 i≠j{

图6.2 小长方体表面上对y′轴有力矩作用的应力

6.1.2 真实流体动量方程

在任一时刻t，取真实流体中封闭曲面为σ所包围体积为τ的流体系统，类似于

3.2节的推导，根据动量定理可得

d
dt∫τ

Vρdτ=∫τ
Fρdτ+∮σ

pndσ

由于是真实流体，含有黏性，故pn不应写成-pn，而是写为pn =n·P。取控制体CV
与某时刻t的系统体积τ重合，控制面CS与系统表面σ重合，利用雷诺公式得

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∮CS
Vρ（V·n）dσ=∫CV

Fρdτ+∮CS
n·Pdσ （6.10）

在3.2节中已得出

∂
∂t∫CV

Vρdτ+∮CS
Vρ（V·n）dσ=∫CV

∂V
∂t+（V·

Δ

）V[ ]ρdτ
利用积分关系式（见附录B），有

∮CS
n·Pdσ=∫CV

Δ

·Pdτ

式中，

Δ

·P是应力张量的散度，为一矢量，可表示为

Δ

·P=∂px

∂x +∂py

∂y +∂pz

∂z
将以上结果代入式（6.10），移项并整理，得

∫CV

∂V
∂t+（V·

Δ

）V-F-1
ρ

Δ

·P[ ]ρdτ=0
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由于控制体CV的取法是任意的，则有

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F+1
ρ

Δ

·P （6.11）

或 dV
dt=F+1

ρ
∂px

∂x +∂py

∂y +∂pz

∂z（ ）
上式为真实流体动量方程的普遍形式，式中，F是作用于单位质量流体的质量力，
（1/ρ）

Δ

·P表示作用在单位质量流体上表面力的合力。在直角坐标系（x，y，z）中，方
程（6.11）的分量形式为

du
dt=X+1

ρ
∂pxx

∂x +∂pyx

∂y +∂pzx

∂z（ ）
dv
dt=Y+1

ρ
∂pxy

∂x +∂pyy

∂y +∂pzy

∂z（ ）
dw
dt =Z+1

ρ
∂pxz

∂x +∂pyz

∂y +∂pzz

∂z（ ）
㊣

╭

╰

（6.12）

6.1.3 本构关系

首先讨论黏性流体运动方程组的完备性。方程（6.12）含有10个未知函数，它们
是密度、3个速度分量和6个彼此独立的应力分量，显然，即便加上连续性方程也不
能构成完备方程组，其主要原因是黏性流体中的应力不同于理想流体中的应力，前者
需要由应力张量来决定，而后者只需要由一个标量压强决定。为此，要减少方程未知
量的数目，就要设法把应力用其他物理量来表示。

由前述可知，流体中只有在速度分布不均匀时才会出现黏性应力。因此，应力一
定与速度分布的不均匀性有关，这种关系由物质的物理属性所决定，称为本构关系。
流体力学中的本构关系就是应力张量与形变率张量之间的关系，它的建立最终归结
为实验。

牛顿黏性定律的一般形式可以写成

pyx =μ
∂v
∂x+∂u∂y（ ）=2μSyx

式中，μ是动力黏度系数，Syx 为剪形变率。同理，pxz =2μSxz，pyz =2μSyz，统一记为

pij =2μSij （i≠j） （6.13）

  1845年，斯托克斯将牛顿黏性定律进一步推广提出如下假设：①应力张量是形
变率张量的线性函数；②流体是各向同性的，即流体的性质与方向无关；③当流体静
止时流体的应力就是静压强。

由假设①，应力张量可表示为

P=aS+bI （6.14）
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式中，S为形变率张量，其分量Sij = 1
2
∂ui

∂xj
+∂uj

∂xi
（ ），I为单位张量。

由假设②，a，b为标量，利用式（6.13），有

a=2μ （6.15）
把上式代入式（6.14），并取主对角线上三分量之和，由此得

b= 1
3

（p11+p22+p33）-2
3μ

Δ

·V （6.16）

将a，b表达式代入式（6.14），得

P=2μS+ 1
3

（p11+p22+p33）-2
3μ

Δ

·V[ ]I （6.17）

  由假设③，当流体静止时，有

P=-pI
式中，p为静压强，它是平衡态意义上的热力学压强，在黏性流体问题讨论时，记

pm =-1
3

（p11+p22+p33） （6.18）

称为流体动力学压强。动力学压强与热力学压强是不同的，它们之间的差与速度的分
布有关。考虑到p11+p22+p33是应力张量的不变量，与坐标的选取无关，而形变率张
量的不变量是S11+S22+S33 =

Δ
·V，两者应有线性关系，故有

1
3

（p11+p22+p33）=-p+μ′

Δ

·V

式中，μ′为常系数。将上式代入式（6.17），得

P=2μS+ -p+ μ′-2
3μ（ ） Δ

·V[ ]I
若令λ=μ′-2μ

3
，则有

P=2μS+（-p+λ

Δ

·V）I （6.19a）
或写为

pij =2μSij +（-p+λ

Δ

·V）δij （6.19b）
以上称为广义牛顿应力公式，遵从这一规律的流体，叫作牛顿流体，否则叫作非牛顿
流体，式（6.19）就是牛顿流体的本构关系式。

式（6.19）中λ出现在与

Δ

·V有关的项中。对于不可压缩流体，

Δ

·V =0，λ不出
现，动力学压强等于热力学压强p，故称λ为体膨胀黏度系数。对于大多数流体而言，

μ′/μ为10-6 ～10-4，斯托克斯曾假设μ′=0，故

λ=-2
3μ （6.20）

此时本构关系式（6.19）变为
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P=2μS- p+2
3μ

Δ

·V（ ）I （6.21）

  下面研究的黏性流体一般均指牛顿流体，其本构关系式都采用式（6.21）。

6.2 黏性流体动力学基本方程和边界条件

支配黏性流体运动的基本方程仍然是连续性方程、动量方程和能量方程等。前
面在2.3节中已经推导了连续方程，由于不涉及作用力，其在黏性流体中仍然适用，
故不再专门讨论。下面主要讨论黏性流体的动量方程和能量方程。

6.2.1 黏性流体微分形式动量方程———纳维-斯托克斯方程

前面已经得出了真实流体动量方程的普遍形式（6.11），它对牛顿流体和非牛顿
流体都适用。如果将牛顿流体的本构关系式（6.21）代入上式，就可以得到牛顿流体
微分形式的动量方程。为此，需要求式（6.21）右端的散度。由于

S= 1
2
∂ui

∂xj
+∂uj

∂xi
（ ）= 1

2

∂u1

∂x1
 ∂u1

∂x2
 ∂u1

∂x3

∂u2

∂x1
 ∂u2

∂x2
 ∂u2

∂x3

∂u3

∂x1
 ∂u3

∂x2
 ∂u3

∂x3

┌

└

┐

┘

+1
2

∂u1

∂x1
 ∂u2

∂x1
 ∂u3

∂x1

∂u1

∂x2
 ∂u2

∂x2
 ∂u3

∂x2

∂u1

∂x3
 ∂u2

∂x3
 ∂u3

∂x3

┌

└

┐

┘

= 1
2

（i1

Δ

u1+i2

Δ

u2+i3

Δ

u3）+1
2

i1
∂V
∂x1

+i2
∂V
∂x2

+i3
∂V
∂x3

（ ）
则有

Δ

·S= 1
2
∂

Δ

u1

∂x1
+∂

Δ

u2

∂x2
+∂

Δ

u3

∂x3
（ ）+1

2
∂2V
∂x2

1
+∂

2V
∂x2

2
+∂

2V
∂x2

3
（ ）

= 1
2

Δ

（

Δ

·V）+1
2

Δ

2V

式（6.21）右端第二项是标量与单位张量的乘积，令Φ=p+2
3μ

Δ

·V，则有

Δ

·（ΦI）=

Δ

·[Φ（i1i1+i2i2+i3i3）]=∂Φ∂x1
i1+∂Φ∂x2

i2+∂Φ∂x3
i3

=

Δ

Φ
利用以上结果，并假定动力黏度系数μ为常数，则得

1
ρ

Δ

·P=ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V-1
ρ

Δ

p-2
3ν

Δ

（

Δ

·V）

=-1
ρ

Δ

p+1
3ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V （6.22）
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式中，ν=μ/ρ为运动黏度系数。将上式代入式（6.11），得

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p+1
3ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V （6.23a）

或 ∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p+1
3ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V （6.23b）

这就是牛顿流体微分形式的动量方程，又称为纳维-斯托克斯方程，简称 N-S方程。
式中，右端第一项为质量力，第二项为气压梯度力，第三项与第四项之和为单位质量
流体所受到的黏性力。如果流体无黏性ν=0，则方程（6.23）退化为欧拉方程。

利用公式（V·

Δ

）V =

ΔV2

2（ ）-V×（

Δ

×V），方程（6.23）可以写成Lamb形式，

即

∂V
∂t+

ΔV2

2（ ）-V×（

Δ

×V）=F-1
ρ

Δ

p+1
3ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V （6.24）

如果流体是不可压缩的，则N-S方程简化为

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p+ν

Δ

2V （6.25）

  在直角坐标系（x，y，z）中，方程（6.25）的分量式为

∂u
∂t+u∂u

∂x+v∂u
∂y+w∂u

∂z=X-1
ρ
∂p
∂x+ν∂

2u
∂x2 +∂

2u
∂y2 +∂

2u
∂z2（ ）

∂v
∂t+u∂v

∂x+v∂v
∂y+w∂v

∂z=Y-1
ρ
∂p
∂y+ν∂

2v
∂x2 +∂

2v
∂y2 +∂

2v
∂z2（ ）

∂w
∂t+u∂w

∂x+v∂w
∂y+w∂w

∂z =Z-1
ρ
∂p
∂z+ν∂

2w
∂x2 +∂

2w
∂y2 +∂

2w
∂z2（ ）

㊣

╭

╰

（6.26）

  在柱坐标系（R，φ，z）中，方程（6.25）的分量式为

∂vR

∂t +vR
∂vR

∂R +vφ

R
∂vR

∂φ
+vz

∂vR

∂z -v2
φ

R =FR -1
ρ
∂p
∂R+ν

Δ

2vR -vR

R2 - 2
R2
∂vφ

∂φ（ ）
∂vφ

∂t +vR
∂vφ

∂R +vφ

R
∂vφ

∂φ
+vz

∂vφ

∂z +vRvφ

R =Fφ - 1
ρR
∂p
∂φ

+ν

Δ

2vφ -vφ

R2 + 2
R2
∂vR

∂φ（ ）
∂vz

∂t+vR
∂vz

∂R +vφ

R
∂vz

∂φ
+vz

∂vz

∂z =Fz-1
ρ
∂p
∂z+ν

Δ

2vz

㊣

╭

╰

（6.27）

式中，

Δ

2f= 1
R
∂
∂R

R∂f
∂R（ ）+ 1

R2
∂2f2

∂φ
+∂

2f
∂z2，这里f代表任意函数。

在球坐标系（r，θ，φ）中，方程（6.25）的分量式为
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∂vr

∂t+vr
∂vr

∂r+vθ

r
∂vr

∂θ+ vφ

rsinθ
∂vr

∂φ
-v2

θ +v2
φ

r

 =Fr-1
ρ
∂p
∂r+ν

Δ

2vr-2vr

r2 -2
r2
∂vθ

∂θ-2vθ

r2cotθ- 2
r2sinθ

∂vφ

∂φ（ ）
∂vθ

∂t+vr
∂vθ

∂r+vθ

r
∂vθ

∂θ+ vφ

rsinθ
∂vθ

∂φ
+vrvθ

r -vφcotθ
r

 =Fθ-1
ρr
∂p
∂θ+ν

Δ

2vθ+2
r2
∂vr

∂θ- vθ

r2sin2θ- 2cosθ
r2sin2θ

∂vφ

∂φ（ ）
∂vφ

∂t +vr
∂vφ

∂r +vθ

r
∂vφ

∂θ + vφ

rsinθ
∂vφ

∂φ
+vφvr

r +vφvθcotθ
r

 =Fφ - 1
ρrsinθ

∂p
∂φ

+ν

Δ

2vφ - vφ

r2sin2θ+ 2
r2sinθ

∂vr

∂φ
+ 2cosθ
r2sin2θ

∂vθ

∂φ（ ）

㊣

╭

╰

（6.28）

式中，

Δ

2f= 1
r2
∂
∂r

r2∂f
∂r（ ）+ 1

r2sinθ
∂
∂θ

sinθ∂f∂θ（ ）+ 1
r2sin2θ

∂2f
∂φ

2，这里f代表任意函数。

6.2.2 黏性流体微分形式能量方程

（1）能量方程
对于任意时刻t，封闭曲面σ所包围的体积为τ的流体系统，类似于3.3节的推

导，根据能量转换和守恒定律可得

d
dt∫τ

e+V2

2（ ）ρdτ=∫τ
F·Vρdτ+∮σ

pn·Vdσ+∫τ
qρdτ （6.29）

它表明，系统总能量随时间的变化率，等于质量力和表面力对系统做功的功率与单位
时间内传入系统的热量之和。取控制体CV与时刻t的系统体积τ重合，控制面CS
与系统表面σ重合，利用雷诺输运公式，可得对控制体积分形式的能量方程：

∂
∂t∫CV

e+V2

2（ ）ρdτ+∮CS
e+V2

2（ ）ρ（V·n）dσ=∫CV
F·Vρdτ+∮CS

pn·Vdσ+∫CV
qρdτ

（6.30）
在3.3节中已推导出

∂
∂t∫CV

e+V2

2（ ）ρdτ+∮CS
e+V2

2（ ）ρ（V·n）dτ=∫CV

d
dt

e+V2

2（ ）ρdτ
又 ∮CS

pn·Vdσ=∮CS
n·（P·V）dσ=∫CV

Δ

·（P·V）dτ

将上述结果代入式（6.30），并通过移项和合并得

∫CV

d
dt

e+V2

2（ ）-F·V-1
ρ

Δ

·（P·V）-q[ ]ρdτ=0

由于控制体CV是任意取的，则有
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d
dt

e+V2

2（ ）=F·V+1
ρ

Δ

·（P·V）+q （6.31）

这就是黏性流体微分形式的能量方程，它表明，单位质量流体总能量（内能与动能之
和）随时间的变化率，等于质量力和表面力的作用功率与单位时间内单位质量流体所
吸收的热量三者之和。方程（6.31）中含有应力张量，对牛顿流体和非牛顿流体都适
用。若将本构关系式（6.21）代入，则只适用于牛顿流体。

3.3节中已指出，方程（6.31）中的热量q表示为

q= 1
ρ

Δ

·（k

Δ

T）+qR （6.32）

上式右端两项分别为通过传导和辐射两种方式，单位时间、单位质量流体所吸收的
热量。

（2）动能方程
将速度矢量点乘普遍形式的动量方程（6.11），整理得

d
dt

V2

2（ ）=F·V+1
ρ

（

Δ

·P）·V （6.33）

其中

  （
Δ

·P）·V = ∂p1

∂x1
+∂p2

∂x2
+∂p3

∂x3
（ ）·V

=∂
（p1·V）
∂x1

-p1
∂V
∂x1

+∂
（p2·V）
∂x2

-p2
∂V
∂x2

+∂
（p3·V）
∂x3

-p3
∂V
∂x3

由于

P·V = （i1p1+i2p2+i3p3）·V =i1（p1·V）+i2（p2·V）+i3（p3·V）
则有

Δ

·（P·V）=∂
（p1·V）
∂x1

+∂
（p2·V）
∂x2

+∂
（p3·V）
∂x3

因此

（

Δ

·P）·V =

Δ

·（P·V）-∑
3

i=1
pi·∂V∂xi

=

Δ

·（P·V）-∑
3

i=1
∑
3

j=1
pij
∂uj

∂xi

（6.34a）
上式右端第二项为应力张量pij 与速度的梯度张量：

Δ

V =i1
∂V
∂x1

+i2
∂V
∂x2

+i3
∂V
∂x3

=

∂u1

∂x1
 ∂u2

∂x1
 ∂u3

∂x1

∂u1

∂x2
 ∂u2

∂x2
 ∂u3

∂x2

∂u1

∂x3
 ∂u2

∂x3
 ∂u3

∂x3

┌

└

┐

┘

=∂uj

∂xi
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的二重内积，记为P：

Δ

V =∑
3

i=1
∑
3

j=1
pij
∂uj

∂xi
，则式（6.34a）写成

（

Δ

·P）·V =

Δ

·（P·V）-P：

Δ

V （6.34b）
上式代入式（6.33），得

d
dt

V2

2（ ）=F·V+1
ρ

Δ

·（P·V）-1
ρ
P：

Δ

V （6.35）

这就是普遍微分形式的动能方程。由式（6.31）减去式（6.35）得内能方程：

de
dt=q+1

ρ
P：

Δ

V （6.36）

方程（6.35）和（6.36）对牛顿流体和非牛顿流体都适用。为了进一步说明两个方程右
端最后一项的意义，将牛顿流体的本构关系式（6.21）代入，有

 1
ρ
P：

Δ

V = 1
ρ∑

3

i=1
∑
3

j=1
pij
∂uj

∂xi

=2ν∑
3

i=1
∑
3

j=1
Sij
∂uj

∂xi
- 2

3ν

Δ

·V+p
ρ（ ）∑

3

i=1
∑
3

j=1
δij
∂uj

∂xi

=2ν∑
3

i=1
∑
3

j=1
Sij
∂uj

∂xi
-2

3ν
（

Δ

·V）2-p
ρ

Δ

·V

=φ-p
ρ

Δ

·V （6.37）

式中，φ=2ν∑
3

i=1
∑
3

j=1
Sij
∂uj

∂xi
-2

3ν
（

Δ

·V）2，它表示由于黏性而引起的动能耗散率，可以

证明φ≥0。将方程（6.37）代入方程（6.35），则动能方程写成

d
dt

V2

2（ ）=F·V+1
ρ

Δ

·（P·V）+p
ρ

Δ

·V-φ （6.38）

它表示单位质量流体动能的变化率，等于质量力、表面力以及流体体积变化时内部压
力对单位质量流体的功率之和，再减去黏性摩擦产生的动能耗散率。

相应地，内能方程（6.36）变成

de
dt=q-p

ρ

Δ

·V+φ （6.39）

它表明引起流体内能变化有三个因素：一是传热；二是由于流体压缩性引起的内部压
力做功，使得动能与内能之间发生转换，这种转换是双向的，当流体膨胀时内能转换
为动能，而压缩时动能转化为内能；三是由于流体黏性使得动能向内能转换，这种转
换是单向的。

6.2.3 黏性流体边界条件

求解黏性流体动力学的问题需要一组完备方程和合适的定解条件。完备方程组
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的建立，视流体或流动的性质而定。定解条件包括初始条件和边界条件，黏性流体初
始条件的提法与理想流体完全相同，而黏性流体边界条件与理想流体有着显著的不
同，这里着重讨论后者。

（1）分界面上运动学边界条件

3.4节中已经指出，在连续流动的条件下，两种介质在其分界面上不发生分离，
若假定它们不相互渗透，则它们的法向速度相等，即

（vn）介质1 = （vn）介质2 （6.40）
如果分界面方程为F（x，y，z，t）=0，则有

∂F
∂t+V介质i·

Δ

F=0 （i=1，2） （6.41）

除此之外，对于黏性流体还要考虑由于黏性使得两种介质在分界面上的无滑移，从而
使它们的切向速度相等，即

（vt）介质1 = （vt）介质2 （6.42）
总之，对于黏性流体，在两种介质的分界面上，两种介质的速度应相等，即

V介质1 =V介质2 （6.43）
因此，在流体与固壁交界面处，有

V流 =V固壁 （6.44）
当固壁静止时，有

V流 =0 （6.45）
在流体与空气的交界面处，即液体的自由面，通常不考虑空气对液体的黏性力，只采
用条件（6.40）或（6.41），即只有

∂F
∂t+V流体·

Δ

F=0（i=1，2） （6.46）

式中，F（x，y，z，t）=0为自由面方程。
（2）分界面上动力学边界条件

3.4节中已经给出分界面上一般流体的动力学边界条件：

（pn）介质1-（pn）介质2+α 1
R1

+ 1
R2

（ ）n=0 （6.47）

它对理想流体和黏性流体都适用，式中，α为表面张力系数，R1和R2为界面的两个主

曲率半径，法向n指向介质2内部，并设界面向介质1一侧弯曲。对于黏性流体，取式
（6.47）分别沿界面的法向和切向投影：

（pnn）介质1-（pnn）介质2+α 1
R1

+ 1
R2

（ ）=0

（pnt）介质1-（pnt）介质2 =0
㊣
╭

╰
（6.48）

如果表面张力系数很小或界面比较平坦，则可略去由于表面张力而产生的附加压强，
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从而有

（pn）介质1 = （pn）介质2 （6.49）

或
（pnn）介质1 = （pnn）介质2
（pnt）介质1 = （pnt）介质2{ （6.50）

在液体自由面处，不考虑空气的黏性，忽略由于表面张力而产生的附加压强，
则有

（pnn）液体 =-pa

（pnt）液体 =0{ （6.51）

式中，pa 是自由面上的大气压强。

6.3 黏性流动基本特性

黏性流体动力学问题的求解要比理想流体力学问题更困难，因为支配黏性流体
的方程和边界条件更加复杂，由此也决定了黏性流体与理想流体有着完全不同的特
性。流动有旋性、涡旋扩散性和能量耗散性，是黏性流动的基本特性。下面以不可压
缩黏性流动为例，来说明这些特性。

6.3.1 流动有旋性

理想流体的运动可以是有旋的，也可以是无旋的。在4.3节中曾指出，理想正压
流体在有势质量力的作用下，如果某一时刻流动是无旋的，则它始终是无旋的，对无
旋流动的处理可以引入势流理论。但是，黏性流动一般是有旋的，下面将说明这
一点。

（1）考虑不可压缩黏性流动，此时完备方程组为

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p+ν

Δ

2V

Δ

·V =0
㊣
╭

╰
（6.52）

利用公式

Δ

2V=

Δ

（

Δ

·V）-

Δ

×（

Δ

×V），则方程组（6.52）变成

∂V
∂t+（V·

Δ

）V =F-1
ρ

Δ

p-ν

Δ

×Ω

Δ

·V =0
㊣
╭

╰
（6.53）

其满足的运动学边界条件是

（vt）流体 = （vt）固壁 （6.54）
如果流动是无旋的，Ω =0，则方程组（6.53）中的N-S方程变成欧拉方程，它是支配
理想流体运动的方程。显然，对于理想流体，运动学边界条件（6.54）中多了对切向速
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度的约束条件，故在一般情况下将使问题无解，因此，黏性流动一般是有旋的。
（2）固定边界内的流动一定是有旋的。因为如果流动是无旋的，则存在速度势φ，

且在边界上为常数，但是

Δ

·V =

Δ

2φ=0，由极值原理知，在整个流动区域上φ= 常
数，有V=

Δ

φ=0，流体应是静止的，表明无旋流动是不可能的。事实上，固定边界附
近，流体做剪切流动，如图6.3所示，Ωz =-∂u/∂y≠0，故一定有旋。

（3）若黏性力ν

Δ

2V≠0，则流动一定是有旋。因为如果流动是无旋的，则存在速
度势φ，使ν

Δ

2V =ν

Δ

2

Δ

φ（ ）=ν

Δ

（

Δ

2φ）≡0，该结果显然与假设矛盾。

图6.3 边界附近的剪切流          图6.4 涡量随时间的变化

6.3.2 涡旋扩散性

在4.3节中已指出，理想正压流体在有势质量力的作用下，涡旋是守恒的。原来
有旋的区域始终有旋，原来无旋的区域始终无旋。此时

HelmΩ≡dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V+Ω（

Δ

·V）=0

这是涡旋守恒的必要和充分条件。对于不可压缩流体，该条件变成

HelmΩ =dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V =0

对于黏性流体，由兰勃形式的N-S方程（6.24）两端取旋度，涡量方程变成

dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V+Ω（

Δ

·V）=

Δ

×F+1
ρ

2

Δ

ρ×

Δ

p+ν

Δ

2Ω （6.55）

对于不可压缩黏性流体，当质量力有势时，有

dΩ
dt-（Ω·

Δ

）V =ν

Δ

2Ω （6.56）

即HelmΩ =ν

Δ

2Ω≠0，表明涡旋守恒的条件不满足，也就是说将产生涡旋扩散，原
来无旋的区域将具有涡旋，原来有旋的区域涡管强度将发生变化。方程（6.56）称为
涡旋的扩散方程或输运方程。图6.4给出了不可压缩黏性流体中孤立直涡线在无界
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区域中扩散的例子。可以证明，对于初始涡管强度为Γ的孤立直涡线，它的涡量和速
度为

Ω= Γ
4πνt

e
-R2
4νt 和  V =vφ = Γ

2πR
（1-e

-R2
4νt ）

可以看出，在t＞0的任意时刻，整个流场是有旋的，且涡量随径向距离R增大而逐渐
减小，当R→∞时，Ω→0；在R＞0的任意距离处，随着时间的推延，涡量先是增大，
然后减小，当t→∞时，Ω→0。从图6.4中可以看出不同距离处的涡量随时间的变化
情况。

6.3.3 能量耗散性

在3.3节中，已经导出了理想流体微分形式的机械能方程：

d
dt

V2

2 +U（ ）=-1
ρ

Δ

p·V

它表明，如果压强分布均匀，则单位质量流体质点的机械能保持不变。对于理想流体
系统积分形式的机械能方程：

d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=-∮σ
pn·Vdσ+∫τ

p

Δ

·Vdτ

可以看出，如果流体不可压缩，则流体内部无动能与内能之间的转换，若再加上表面
力不做功，则系统的机械能守恒。

但是对于黏性流体来说，如果质量力定常有势，则由方程（6.38），有机械能方程：

d
dt

V2

2 +U（ ）= 1
ρ

Δ

· P·V（ ）+p
ρ

Δ

·V-φ （6.57）

可以看出，即使流体不可压缩，而且表面力也不做功，但由于φ＞0，流体质点的机械
能也将会减少。方程（6.38）两端乘以密度ρ并对系统体积τ积分，则黏性流体积分形
式的动能方程为

d
dt∫τ

V2

2ρdτ=∫τ
F·Vρdτ+∮σ

pn·Vdσ+∫τ
p

Δ

·Vdτ-∫τ
φρdτ （6.58）

如果质量力有势且定常，则机械能方程为

d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=∮σ
pn·Vdσ+∫τ

p

Δ

·Vdτ-∫τ
φρdτ （6.59）

可以看出，即使表面力不做功，流体不可压缩，内部压力不做功，仍有

d
dt∫τ

V2

2 +U（ ）ρdτ=-∫τ
φρdτ＜0 （6.60）

表明黏性流动的机械能总是耗散的，而不可能是守恒的。
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6.4 不可压缩黏性流体层流精确解

寻找N-S方程的精确解，历来是流体力学研究感兴趣的课题之一。由于方程本
身的复杂性，只有一些非常特殊情况下精确解被求得。两块平行平板间的层流流动
是N-S方程具有精确解的典型例子，它有两种类型：固定平板间的压差流（又称泊肃
叶流，PoiseuilleFlow）和平板间做相对平移运动的剪切流（又称库埃特流，Couette
Flow）。它们流动的共同特点是，流动方向互相平行，速度梯度与速度垂直，从而使

N-S方程中的非线性项自动消失，便于求得精确解。

6.4.1 平板间泊肃叶流

两块静止的无限大水平放置的平行平板间充满不可压缩黏性流体，在压强梯度
的作用下，流体沿着与平板平行的方向做定常流动。设下板某点O处的压强为p0，两
板间距离为h，流体密度为ρ，黏度系数为μ。取O为原点，x轴沿下板，z轴垂直于平
板，如图6.5所示，考察xz平面的流动。

（1）速度分布
根据不可压缩连续性方程和 N-S方程（6.26），描述xz平面上流动的基本方

程为

∂u
∂x+∂w∂z =0 （6.61a）

∂u
∂t+u∂u

∂x+w∂u
∂z=X-1

ρ
∂p
∂x+μ

ρ
∂2u
∂x2 +∂

2u
∂z2（ ） （6.61b）

∂w
∂t+u∂w

∂x+w∂w
∂z =Z-1

ρ
∂p
∂z+μ

ρ
∂2w
∂x2 +∂

2w
∂z2（ ） （6.61c）

已知假设条件为：①定常运动∂/∂t=0；②ρ=常数；③重力场，X=0，Z=-g；④在

xz面的平面平行运动，∂/∂y=0，v= 常数；⑤ 在x方向为充分发展流动，∂u/∂x=
∂2u/∂x2 =0，u=u（z）；⑥ 壁面无滑移条件，u|z=0，h =0。

根据以上条件，方程（6.61b）和（6.61c）简化为

0=-1
ρ
∂p
∂x+μ

ρ
d2u
dz2 （6.62a）

0=-g-1
ρ
∂p
∂z

（6.62b）

由式（6.62b）积分，得

p=-ρgz+p1（x） （6.63）
将上式代入式（6.62a），得
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μ
d2u
dz2 =dp1

dx =k （6.64）

上式中左边仅与z有关，而右边与z无关，只有均为常数才能相等，故k=常数。显然，
为了使流体沿x轴正向流动，应该具有顺压梯度，即dp1/dx＜0。

对式（6.64）积分两次，得

u= k
2μ

z2+C1z+C2 （6.65）

积分常数C1，C2 由边界条件决定：

z=0， u=0， C2 =0

z=h， u=0， C1 =-k
2μ

h

故速度分布为

u=-k
2μ

z（h-z）= 1
2μ

dp
dx

z-h
2（ ）2-h2

8μ
dp
dx

（6.66）

式（6.66）表明，在恒定压强梯度作用下，两固定平行平板间的速度为抛物线分布，如
图6.5所示，称为泊肃叶流。最大速度位于中轴线z=h/2上，为

umax =-h2

8μ
dp
dx

（6.67）

（2）流量与平均速度
单位宽度平行平板间的流量为

Q=∫
h

0
udz=∫

h

0

1
2μ

dp
dx

（z2-hz）2dz=- h3

12μ
dp
dx

（6.68）

  平均速度为

-V = Q
h =- h2

12μ
dp
dx= 2

3umax （6.69）

（3）切应力分布
由式（6.64）右边等式积分得p1（x），代入式（6.63），得

p=-ρgz+kx+C3 （6.70a）
利用边界条件p|x=0，z=0=p0，得法向压力分布为

p=p0-ρgz+kx =p0-ρgz+dp
dxx

（6.70b）

由牛顿黏性定律切应力表达式，有

τ=μ
du
dz=μ

d
dz

1
2μ

dp
dx

（z2-hz）[ ]= z-h
2（ ）dpdx （6.71）

上式表明，切应力沿z方向为线性分布，见图6.5，在中轴线（z=h/2）上切应力为零，
在板面上（z=0，h）为最大值，τmax =±（h/2）（dp/dx）。
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图6.5 平板间泊肃叶流         图6.6 平板间库埃特流

6.4.2 平板间库埃特流

设下板固定，上板以匀速U 沿x 方向运动。基本方程、已知条件和假设条件与

6.4.1节相同，仅边界条件不同，即

z=0， u=0， C2 =0

z=h， u=U， C1 =U
h -k

2μ
h

代入式（6.65），速度分布为

u=U
hz+ 1

2μ
dp
dx

（z2-hz） （6.72）

无量纲形式的速度分布为

u
U = z

h +B 1-z
h（ ）zh （6.73）

式中，B=- h2

2μU
dp
dx

，为无量纲压强梯度。

式（6.72）和（6.73）代表了上板运动和压强梯度共同作用下的平板间流场，称为
库埃特流。B取不同值时，无量纲速度廓线如图6.6所示，分为三种情况。

（1）B=0，即压强梯度为零时，流体仅在上板带动下做纯剪切流动，速度廓线是
斜直线，即

u=U
hz

称为简单库埃特流，常用于测量流体黏度的装置中。
（2）B＞0，在顺压梯度（压降方向与流动方向相同）作用下的库埃特流，速度廓线

是直线与抛物线相加。
（3）B＜0，在逆压梯度（压降方向与流动方向相反）作用下的库埃特流，速度廓线

是直线与抛物线相减。此时，在固定板一侧出现倒流，这是逆向压差流大于正向剪切
流的结果。该现象时常出现在钝体绕流的后部，引起流动的分离，造成压差阻力。

库埃特流中的切应力分布为
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τ=dp
dxz+ μ

U
h -h

2
dp
dx（ ） （6.74）

当U 和dp/dx均为常数时，切应力沿z方向为线性分布。

6.4.3 非定常库埃特流

当流动的边界条件随时间变化时，作用在流体上的外力和流体内部的相互作用
力也都随之变化，从而引起流动随时间的变化。斯托克斯在1851年研究了一块平板
突然以常速在自身平面内启动而引起的不定常流动问题，称为斯托克斯第一问题。

图6.7 斯托克斯第一问题

一块无限大平板的上半空间充满静止的

不可压缩黏性流体，在t=0时刻平板突然在
自身平面内从静止加速到匀速U，从而使流体
做非定常运动。建立直角坐标系，如图6.7所
示，使原点O在平板上，x轴沿平板，其正向与
平板运动方向一致，z轴垂直于平板。设流体
的运动黏度系数为ν，不计质量力，考察xz平
面上流动的速度分布。

流体做平面运动有v=0，∂/∂y=0，平板
沿x方向无限大使得∂/∂x=0，又因质量力不计，则xz平面上的基本方程组为

∂w
∂z =0 （6.75）

∂u
∂t+w∂u

∂z=ν∂
2u
∂z2 （6.76a）

∂w
∂t+w∂w

∂z =-1
ρ
∂p
∂z+ν∂

2w
∂z2 （6.76b）

初始条件和边界条件为

u t=0=0， w t=0=0 （6.77）

u|z=0，t＞0 =U， w|z=0，t＞0 =0 （6.78a）

u|z→∞，t＞0 =0， w|z→∞，t＞0 =0 （6.78b）

p y→∞ =p∞ （6.79）
由条件（6.77）和（6.78）知，初始时刻和任一时刻在边界上w =0，又由方程（6.75），
有

w≡0 （6.80）
上式代入方程（6.76b）有∂p/∂z=0，再考虑边界条件（6.79），得

p≡p∞ （6.81）
以上结果代入方程（6.76a），得
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∂u
∂t=ν∂

2u
∂z2 （6.82）

上述方程为一维热传导方程，可采用“相似解”的方法求解。为此，引进无量纲自变量
和无量纲速度：

η= z
4ν㊣t

， u* = u
U =f（η） （6.83）

将其代入方程（6.82）和（6.78），得

f″+2ηf′=0 （6.84）

f（0）=1， f（∞）=0 （6.85）
求解上述常微分方程及其定解条件问题，得

u* = u
U =1- 2

㊣π∫
η

0
e-η

2
dη （6.86a）

或 u=U 1- 2
㊣π∫

η

0
e-η

2
dη（ ）=U[1-erf（η）] （6.86b）

图6.8 斯托克斯第一问题的相似解

图6.8是u* 与η的关系曲线，无论t，z
怎样变化，只要无量纲组合量η相同，对
应的无量纲速度u* 就相同，即所谓的
“相似解”。

6.5 相似理论与量纲分析

如前所述，只有对于一些简单的模
型化流动，才可求得精确解。真实流动
往往要复杂得多，以致求其精确解非常
困难甚至完全不可能。要解决复杂的真实流动问题，一方面是采用各种近似理论或
数值解法，另一方面是进行实验观测和模拟。实验观测可以是对原型流动的直接观
测，也可以是对实验室中的模拟流动进行观测。由于经济和技术条件的限制，对原型
流动的直接观测存在着极大的困难，有的甚至根本不可能。因此，很多情况下要在实
验室中进行模拟试验，如飞机模型在风洞中的吹风实验、船舰模型在水槽中的拖动测
量以及大气环流模拟实验和台风模拟实验等。但是，要使实验室模拟流动结果能够
应用于原型流动，并扩展为一般的规律性认识，就必须使两者相似，即建立两者之间
的变换关系。所谓模拟试验，指用简化及可控的方法实现与原型流动相似的试验。
如何建立两流场相似的准则来判别两者的相似，或者说如何设计和组织试验，使模拟
流动与原型流动相似，相似理论将帮助解决这个问题。
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量纲分析是确定相似准则的一种方法。它通过揭示物理量量纲之间存在的内在
关系，对物理现象做定性或半定量分析。量纲分析法不仅用于指导模型试验，而且为
理论分析提供重要信息，是研究新现象、开发新领域中行之有效的分析手段，广泛应
用于包括流体力学在内的许多学科领域中。

6.5.1 相似概念

几何学中有几何相似的概念，但两系统物理现象的相似要比几何相似更复杂。
两个流体力学系统的相似除了要求几何相似外，还必须满足运动相似、动力相似甚至
热力相似等要求。

几何相似指两系统几何结构的对应夹角相等，对应长度成比例。运动相似要求
几何相似的两系统在各对应点速度方向相同，速度大小成比例。动力相似要求运动
相似的两系统在各对应点作用力方向相同，作用力大小成比例。热力相似要求动力
相似的两系统在各对应点热力学量如温度等成比例。总之，两个系统的物理现象相
似要求它们在各对应点的一切物理量成比例。

以上仅仅讨论了相似的基本概念，回答什么是相似的问题，实际上并不能以此来
判别两系统是否相似，因为原型系统各物理量的空间分布和随时间的变化是未知的。

尽管不能预先知道两系统在各点、各时刻的物理量，但是在特定的物理现象或物
理过程中，其物理量总是在一定范围内变化的，可以设法估计物理量的特征量。所谓
物理量的特征量或特征尺度是指该物理量最具代表意义的值。例如，风速和河水的流
速，一般在每秒几米到十几米的范围内变化，可取其特征量为U =10m·s-1，则任意
时刻任意点处的速度可表示为u=Uu*，u* 是无量纲速度，数量级是1，则称U 为特
征速度。又如对于圆柱绕流问题，可取特征量为圆柱直径，即L =2a，则空间坐标可
表示为x=Lx*，y=Ly*，x*，y* 是无量纲坐标，数量级也是1，则称L为特征长度。
有些物理量的特征量可由其他物理量的特征量决定。例如，特征时间可由特征长度和
特征速度决定，即T =L/U。确定特征量量级时，总要使相应无量纲量的量级为1。

显然，如果两流体系统相似，则它们在各对应点处的物理量应与其相应的特征量
成比例，即

x（1）
i

L（1） =x（2）
i

L（2） =x*
i ， t（1）

T（1） =t（2）

T（2） =t*， u（1）

U（1） =u（2）

U（2） =u* （6.87）

式中，上标（1）和（2）表示两个不同系统。以上结果表明，欲使两流体系统相似，则它
们应具有相同的无量纲量。这样，问题就变成各特征物理量之间应满足什么关系，才
能使两系统的各无量纲量相同。

由于寻求的只是特征物理量之间的关系，满足这些关系的两系统并不是严格意
义上的相似，故称为特征相似，这种相似更具有实际意义。事实上，根据不同的流动
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特征，描述系统流动现象的特征量可以组成一系列无量纲数，称为相似准则数，只有
这些相似准则数对应相等，两系统的流动现象才相似。因此，相似准则数是判断两系
统流动现象相似的判据。

6.5.2 方程无量纲化和相似判据

确定相似判据有两种方法，一种是方程分析的方法，另一种是量纲分析的方法，
先介绍方程分析的方法。

模拟流体流动实验时，模拟系统与原型系统在大小尺寸上不同，所用介质也不尽
相同，但两系统过程的物理本质相同，应满足同一微分方程，只要初始条件和边界条
件相似，就能保证两系统的流动现象相似。显然，支配两个相似流动现象或过程的无
量纲方程也是相同的。如果将支配系统物理现象或过程的微分方程变成无量纲方
程，则反映现象或过程特征的就是方程各项中所出现的无量纲系数，它们由特征量组
成。要使两系统的无量纲方程相同，则这些无量纲系数对应相等，这些无量纲系数就
是相似准则数。

下面以重力作用下不可压缩黏性流体的运动为例，通过对方程的无量纲化来确
定相似判据。流动的控制方程为

∂u1

∂x1
+∂u2

∂x2
+∂u3

∂x3
=0 （6.88）

∂ui

∂t+u1
∂ui

∂x1
+u2

∂ui

∂x2
+u3

∂ui

∂x3
=gi-1

ρ
∂p
∂xi

+ν∂
2ui

∂x2
1
+∂

2ui

∂x2
2
+∂

2ui

∂x2
3

（ ）（i=1，2，3）

（6.89）
设T，L，U和p∞ 分别为特征时间、特征长度、特征速度和特征压强，g为重力，引入无
量纲：

 x*
i =xi

L
， u*

i =ui

U
， g*

i =gi

g
， t* = t

T
， p* = p

p∞
（i=1，2，3） （6.90）

代入方程（6.88）和（6.89），有

U
L（ ）∂u*

1

∂x*
1

+∂u
*
2

∂x*
2

+∂u
*
3

∂x*
3

（ ）=0 （6.91）

 U
T（ ）∂u*

i

∂t* + U2

L（ ）u*
1
∂u*

i

∂x*
1

+u*
2
∂u*

i

∂x*
2

+u*
3
∂u*

i

∂x*
3

（ ）
= （g）g*

i - p∞

ρL（ ）∂p*

∂x*
i

+ νU
L2（ ）∂2u*

i

∂x*
1

2 +∂
2u*

i

∂x*
2

2 +∂
2u*

i

∂x*
3

2（ ） （6.92）

式中，各项前括号内的组合特征量就是该项的特征量，可以用来估计该项的量级。例
如，U/T是特征局地惯性力，U2/L是特征迁移惯性力，p∞/（ρL）是特征气压梯度力，

νU/L2 是特征黏性力。方程（6.91）除以U/L，方程（6.92）除以U2/L，可得无量纲方
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程：

∂u*
1

∂x*
1

+∂u
*
2

∂x*
2

+∂u
*
3

∂x*
3

=0 （6.93）

Sr∂u
*
i

∂t* +u*
1
∂u*

i

∂x*
1

+u*
2
∂u*

i

∂x*
1

+u*
3
∂u*

i

∂x*
3

= 1
Frg

*
i -Eu∂p

*

∂x*
i

+ 1
Re
∂2u*

i

∂x*
1

2 +∂
2u*

i

∂x*
1

2 +∂
2u*

i

∂x*
3

2（ ） （6.94）

式中，各项前的系数记作

Sr= U/T
U2/L =L/UT =

特征局地惯性力
特征迁移惯性力

（6.95a）

Fr=U2/L
g =U2/gL =

特征迁移惯性力
特征重力

（6.95b）

Eu=p∞/（ρL）
U2/L = p∞

ρU
2 =

特征气压梯度力
特征迁移惯性力

（6.95c）

Re= U2/L
νU/L2 =UL

ν =
特征迁移惯性力
特征黏性力

（6.95d）

分别称为斯特劳哈尔（Strouhal）数、弗劳德（Froude）数、欧拉（Eular）数和雷诺
（Reynolds）数。同理，引入上述无量纲数可将定解条件无量纲化。

为此，当对重力作用下的不可压缩黏性流体进行模拟实验时，在使模拟流动与原
型流动几何相似基础上，只要使模拟流动与原型流动具有相同的Sr数、Fr数、Eu数
和Re数，则它们的无量纲方程和定解条件就完全一样，从而它们的无量纲变量u*

i 和

p* 对应相等。此时模拟流动和原型流动就是相似的。把Sr数、Fr数、Eu数和Re数称
为相似准则数，它们是判别模拟流动与原型流动相似的判据。

以上四个相似准则数是流体力学现象相似的最基本的相似判据，在某些特殊问
题中，还需要引入其他的相似判据。例如，研究可压缩流体流动，要引入马赫（Mach）
数Ma =U/c，它是流速与声速之比；研究转动参考系中的流动，要引入罗斯贝
（Rossby）数Ro=U/（2ωL），其中ω是参考系的旋转角速度；物理过程含有热现象
时，要引入普朗特（Prandtl）数Pr=cpμ/κ，其中cp 是比定压热容，κ是热传导系数。

6.5.3 量纲分析

利用方程分析的方法，通过对支配方程的无量纲化来确定相似判据，前提是已经
掌握支配方程的形式。而很多物理现象或过程的支配方程事先并不知道，为了建立有
关物理量之间的规律性联系，需要借助量纲分析的方法，并可确定有关的相似判据。

（1）量纲和量纲齐次性原理
任何物理量都包括大小和类别两个方面。物理量的大小可以用相应的单位表
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示，单位的大小可人为规定。建立物理系统的单位制时，只要对少数几个彼此独立的
物理量规定相应的单位，称为基本量（单位），其他量可根据物理量关系和定理导出，
称为导出量（单位）。

物理量的类别称为量纲，表示物理量的物理属性。厘米、米、千米等同属长度类；
毫克、克、千克等同属质量类；秒、分、小时等计时单位同属时间类；度（摄氏）、开尔文
等同属温度类，等等。基本量的量纲称为基本量纲，任何导出量的量纲均可用基本量
量纲的幂次表示，称为量纲幂次式。例如，流体力学中三个基本量通常取为长度、质
量和时间，量纲分别记为L，M和T，其他任何物理量Q的量纲则可以表示为

dimQ=LαMβTγ （6.96）
式中，α，β，γ称为量纲指数。若涉及热现象，还应把温度Θ作为第四个基本量。表6.1
中列举了国际单位制中导出量的量纲。

表6.1 国际单位制中导出量的量纲

常用量

速度 dimV =LT-1 加速度 dimg=LT-2

体积流量 dimQ=L3T-1 质量流量 dim.m = MT-1

密度 dimρ= ML-3 重度 dimρg = ML-2T-2

力 dimF= MLT-2 力矩 dimL= ML2T-2

压强 dimp= ML-1T-2 应力 dimp= MLT-2

黏度 dimμ= ML-1T-1 运动黏度 dimν=L2T-1

其他量

角速度 dimω=T-1 角加速度 dim.ω=T-2

动量 dimp= MLT-1 动量矩 dimJ= ML2T-1

能量（功） dimE= ML2T-2 热能 dimE= ML2T-2

应变率 dimεxx =T-1 功率 dim.W = ML2T-3

导热系数 dimk= MLT-3Θ-1 表面张力系数 dimσ= MT-2

导数和积分的量纲为

dimdy
dx=dimy

x
，dimd2y

dx2 =dimy
x2，dim∫

b

a
ydx=dimyx （6.97）

利用流体力学方程描述同类物理量（如作用力、动量、能量等）之间的定量关系
时，若将方程中各项均用基本量纲的量纲幂次式表示，则各项的基本量纲必须齐次，
称为量纲齐次性原理。以牛顿黏性定律为例，有

pyx =μ
du
dy 

或  μ= pyx

du/dy
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等式左端物理量的量纲应该等于右端物理量的量纲，因此，动力黏度系数的量纲是

dimμ= ML-1T-2（LL-1T-1）-1 = ML-1T-1

（2）布金汉Π定理
量纲分析法主要用于分析流动现象中的未知规律，通过对有关物理量做量纲幂

次分析，将它们组合成无量纲形式的组合量，用无量纲参数之间的关系式代替有量纲
的物理量之间的关系，揭示物理量之间在量纲上的内在联系，降低变量数目，用于指
导理论分析和实验研究。奠定量纲分析理论基础的是布金汉（Buckingham，1914），
他提出了Π定理，又称为布金汉Π定理。

布金汉Π定理：如果在一个物理现象中有n个物理量Q1，Q2，Q3，…，Qn，其中只
有r个量是量纲独立的，则可以把n个物理量之间的函数关系式转变成n-r个独立
无量纲量之间的关系式，这n-r个独立的无量纲参数就称为Π 数。

在流体力学中独立的基本量有3个，分别是 M，L，T，即r=3。设某流动过程可
用n个物理量描述，如Q1，Q2，…，Qn，则按Π定理这n个物理量可以并只可以组合
成n-3个独立的Π数。下面以光滑圆球在黏性流体中的运动阻力为例说明量纲分
析法的一般步骤。

第一步，列出所有相关的物理量。
本例中相关物理量共有5个：阻力RD、密度ρ、圆球速度V、圆球直径d和流体黏

度系数μ，它们组成关系式：

RD =φ（ρ，V，d，μ）
第二步，选择包含不同基本量纲的物理量为基本量。
本例中ρ包含质量量纲，V 包含时间量纲，d包含长度量纲，它们互相独立，可选

择为基本量。
第三步，将其余物理量作为导出量，分别与基本量的幂次式组成无量纲Π数。
本例中导出量有两（5-3=2）个，即RD 和μ，它们的Π表达式分别为

Π1 =ρα1Vβ1dλ1RD

Π2 =ρα2Vβ2dλ2μ
第四步，用量纲幂次式求解每个Π表达式中的指数，组成Π数。
本例中Π1 和Π2 的量纲幂次式分别为

L0M0T0 = （ML-3）α1（LT-1）β1Lλ1（LMT-2）

L0M0T0 = （ML-3）α2（LT-1）β2Lλ2（L-1MT-1）
指数相等的方程分别为

Π1：
M： α1+1=0
L： -3α1+β1+λ1+1=0
T： -β1-2=0
㊣
╭

╰
 和  Π2：

M： α2+1=0
L： -3α2+β2+λ2-1=0
T： -β2-1=0
㊣
╭

╰
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解之  α1 =-1，β1 =-2，λ1 =-2 和  α2 =-1，β2 =-1，λ2 =-1
由此得Π数表达式为

Π1 = RD

ρV
2d2 =CD 和  Π2 = μ

ρVd
= 1

Re
式中，两个Π数分别为阻力系数CD 和雷诺数Re。

第五步，用Π数组成新的方程
新方程为 Π1 =f（Π2）
即 CD =f（Re） 或  RD =ρV

2d2·f（Re）
通过本例实践，可以体会量纲分析法的实际意义。本例原来有5个物理量，若通

过实验确定阻力RD与另4个物理量之间的函数关系，按每个物理量改变10次获得一
条实验曲线计算共需104次实验，其中要改变10次ρ和μ，实际上是不可能的。现在经
过量纲分析后减少为2个无量纲参数CD 和Re，为确定函数关系CD =f（Re），只需完
成10次实验，而且ρ，d，μ均不变，仅改变V 即可，由此大大提高了效率且经济性好。

运用Π定理进行量纲分析的关键在于第一步，即正确选择有关的物理量。若遗
漏了必需的物理量将导致错误的结果，若引入了无关的物理量将使分析复杂化。要
正确选择物理量，需掌握必要的流体力学知识和对流动有丰富的感性认识，并具有一
定的量纲分析经验。

6.6 不可压缩黏性流体小雷诺数流动近似解

在自然界和工程技术中，常常需要讨论微粒在黏性流体中的缓慢运动。这些运
动的特点是流体的惯性力与黏性力相比可以忽略不计或只占次要地位。这种流动叫
作小雷诺数流动。大气科学中的云雾烟尘，风沙雪雨；物理化学中的胶体溶液；水利
工程中泥沙在水流中的运动等，这些问题里的微粒、液滴或气泡的尺度大都在μm上
下，运动速度很慢，可以看作小雷诺数流动。人的毛细血管直径约为10μm，平均血
流速度约为1mm·s-1，血液运动黏性约为10-6m2·s-1，这样算出的雷诺数约为

10-3，所以，研究毛细血管中的血流可以忽略血流的惯性效应。地球物理学中由于地
幔对流运动使得地球表面的板块运动引起大陆漂移，尽管地壳板块尺度是以103km
计，但地幔黏度很高（μ≈10

20Pa·s），板块运动极慢（每年约4cm），其特征雷诺数约
为10-20量级，因而尽管地幔运动的尺度很大，但仍当作小雷诺数流动处理。

小雷诺数流体力学问题研究已经取得了非常大的进展，感兴趣的读者可阅读有
关专著，这里只通过不可压缩黏性流体中小球缓慢运动问题的研究来阐述小雷诺数
流动的基本原理和处理方法。

设半径为a的小球以缓慢速度U 在充满无限空间的不可压缩黏性流体中做匀
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速直线运动。它等价于在无穷远处均匀来流绕小球的流动问题。关注小球附近的流
场，取特征长度L=2a，由于a和U 都较小，则有

Re=UL
ν =2Ua

ν ≪1

所以这是小雷诺数流动问题，反映黏性力项ν

Δ

2V远大于迁移惯性力项（V·

Δ

）V的流
动。斯托克斯把迁移惯性力项完全略去，使N-S方程简化为

∂V
∂t=F-1

ρ

Δ

p+ν

Δ

2V （6.98）

此式称为斯托克斯方程，遵从此方程的流动，称为斯托克斯流动。将问题限制在定常
流动，不计质量力，则完备方程组为

Δ

·V =0

Δ

p=ν

Δ

2V{ （6.99）

建立以小球中心为原点的球坐标系，如图6.9所示，由于流动是轴对称的，有

δ
δφ

=0， Vφ =0， Vr =Vr（r，θ）， Vθ =Vθ（r，θ）， p=p（r，θ）

方程组（6.98）写为

∂vr

∂r+1
r
∂vr

∂θ+2vr

r +vθcotθ
r =0

∂p
∂r=μ

∂2vr

∂r2 +1
r2
∂2vr

∂θ2 +2
r
∂vr

∂r+cotθ
r2
∂vr

∂θ-2
r2
∂vθ

∂θ-2vr

r2 -2cotθ
r2 vθ（ ）

1
r
∂p
∂θ=μ

∂2vθ

∂r2 +1
r2
∂2vθ

∂θ2 +2
r
∂vθ

∂r+cotθ
r2
∂vθ

∂θ+2
r2
∂vr

∂θ- vθ

r2sin2θ（ ）
㊣

╭

╰
（6.100）

边界条件为

vr|r=a =0， vθ|r=a =0
vr|r→∞ =Ucosθ， vθ|r=∞ =-Usinθ， p|r→∞ =p∞
{ （6.101）

由于方程是线性的，可用分离变量法求解。令

vr =f1（r）cosθ， vθ =-f2（r）sinθ， p-p∞ =μf3（r）cosθ （6.102）
将方程（6.102）带入方程组（6.100），化简得

f′1+2（f1-f2）
r =0 （6.103a）

f′3=f″1+2
rf′1-4（f1-f2）

r2 （6.103b）

1
rf3 =f″2+2

rf′2+2（f1-f2）
r2 （6.103c）

相应的边界条件为
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f1（a）=0， f2（a）=0

f1（∞）=U， f2（∞）=0， f3（∞）=0{ （6.104）

代方程（6.103a），得

f2（r）= r
2f′1（r）+f1（r） （6.105）

代入方程（6.103c），得

f3（r）=r2

2f‴1（r）+3rf″1（r）+2f′1（r） （6.106）

将以上结果代入方程（6.103b），f1（r）的常微分方程变为

r3f（4）
1 +8r2f‴1+8rf″1-8f′1=0 （6.107）

这是欧拉型的四阶常微分方程，具有f1（r）=rk 的形式解，代入方程（6.107），经整理
得特征方程为

（k+3）（k+1）k（k-2）=0
特征根为

k1 =-3， k2 =-1， k3 =0， k4 =2
于是方程（6.107）的通解为

f1（r）=C1

r3 +C2

r +C3+C4r2 （6.108）

式中，C1，C2，C3，C4 是积分常数。将上式代入方程（6.105）和（6.106），分别得

f2（r）=-C1

2r3 +C2

2r+C3+2C4r2 （6.109）

f3（r）=C2

r2 +10C4r （6.110）

利用边界条件（6.104）求得各积分常数的值为

C4 =0， C3 =U， C2 =-3
2Ua， C1 = 1

2Ua2 （6.111）

注意，关于f1（∞），f2（∞）的条件不是彼此孤立的，利用其中之一，将f1（r），f2（r），

f3（r）代入方程（6.102），最后求得绕小球流动的速度场和压强场为

vr =U 1-3a
2r+a3

2r3（ ）cosθ
vθ =-U 1-3a

4r-a3

4r3（ ）sinθ
p=p∞ -3aμ

2r2Ucosθ

㊣

╭

╰

（6.112）

这个结果是斯托克斯在1851年首先求出的，称为斯托克斯近似解。
为了求得流体对小球的作用，先求出球面上的应力，如图6.10所示。利用球坐
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图6.9 绕小球的小雷诺数流动     图6.10 小球表面的应力  

标系中的应力表达式（见附录C），并令r=a，有

prr|r=a = -p+2μ
∂vr

∂r（ ）
r=a

=-p∞ +3r
2aUsinθ

prθ|r=a =μ
1
r
∂vr

∂θ+∂vθ

∂r-vθ

r（ ）
r=a

=3μ
2aUsinθ

㊣

╭

╰

（6.113）

由对称性知，流体作用于小球表面的合力沿来流速度U 的方向，其大小为

R=∮σa

（prr|r=acosθ-prθ|r=asinθ）dσ

=∫
π

0
（prr|r=acosθ-prθ|r=asinθ）2πa2sinθdθ

=∫
π

0
3πμUasinθdθ

=6πμUa （6.114）
它描述了小球在不可压缩黏性流体中缓慢运动时所受的阻力，称为斯托克斯阻力公
式。容易求得阻力系数为

CR = R
1
2ρU

2πa2
=12μ
ρUa

= 24
U2a
ν

=24
Re

（6.115）

斯托克斯解（6.115）只适用于小球表面附近，对于更大范围内的流场，特征长度L取
较大的值时，不能保证Re≪1，此时不能完全忽略迁移惯性力项（V·

Δ

）V，于是人们
对斯托克斯提出了各种修正。

1910年，奥森（Oseen）令V =Uk+V′，其中V′在离小球充分远时是小量，于是

（V·

Δ

）V≈U∂V′
∂z

，N-S方程组简化为
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U∂V′
∂z =-1

ρ

Δ

p+ν

Δ

2V′ （6.116）

上式称为奥森方程，所求得的小球阻力系数表达式为

CR =24
Re

1+ 3
16Re+O Re2（ ）[ ]

  1957年，克普朗（Kaplun）等将奥森的结果进一步修正为

CR =24
Re

1+ 3
16Re+ 9

160Re
2lnRe+O Re2（ ）[ ]

6.7 不可压缩黏性流体大雷诺数流动———层流边界层理论

  物体在无界的静止黏性流体中运动，或无界的黏性流体绕物体流动时形成的流
场称为外流问题。例如，飞机、汽车、火车等在空气中的运动，潜艇、鱼雷在水中的运
动，气流绕大型建筑物的流动，影响气候和污染物扩散的大气在地面边界层的流动
等，人们熟悉的大多数外流均属大雷诺数的流动，即Re≫1。这是因为，一般物体的
特征长度为0.01～10m，当其在空气或水中以速度0.1～100m·s-1运动时，相应
的Re数为100～109。普通汽车和船舶以正常速度行驶时，空气和水的Re数均在

106 以上，飞机绕流的Re数则更高，因此，大Re数流动是普遍存在的现象。
对于大Re数流动，N-S方程中的黏性力项ν

Δ

2V远比迁移惯性力项（V·

Δ

）V要
小得多。但这里不能简单地略去黏性力项，因为如果这样，黏性流体运动的N-S方程
就变成理想流体的欧拉方程，显然后者的解不能满足前者的边界条件。此外，完全略
去黏性效应，也不能解释绕流物体所受到的阻力。事实上，在固壁附近，由于速度的
切变很大，黏性效应是不能忽略的。图6.11a为均匀来流绕半无穷壁面流动的情形。
在离壁面稍远处，接近来流速度U，在壁面上的速度为零，在壁面附近的速度切变

∂u/∂y很大，且∂2u/∂y2 也大，黏性力项不能忽略。

（a）层流边界层                （b）湍流边界层

图6.11 均匀来流绕半无穷壁面流动

1904年，普朗特提出将大雷诺数下的流场分为两个区域，一个是紧贴壁面非常
薄的区域，称为边界层；另一个是边界层以外的区域，称为外流区域。边界层很薄，边
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界层厚度δ与物面尺度L之比δ/L≪1。在边界层内，速度切变∂u/∂y很大，流动强烈
有旋，黏性效应十分明显，黏性力与迁移惯性力同量级。在外流区域，速度分布为均匀
来流，黏性效应很小，可把流体看作理想流体，流动做无旋运动，因此，又称为势流区。
外流区域的流动处理可以利用前面介绍的理想流体理论，而边界层区域的流动的研
究需要建立新的理论模型。下面以不可压缩黏性流体绕平壁面的大雷诺数流动问题
为例，介绍层流边界层理论。

6.7.1 边界层厚度

首先对边界层厚度做个估算。取x轴沿壁面，指向流动方向，y轴沿壁面法线方
向，原点在板前缘，来流为均匀流U，板长为L，可以估算边界层的特征厚度δ。在平板
边界层内，黏性力量级大小为ν∂2u/∂y2～νU/δ2，惯性力量级大小为u∂u/∂y～U2/L，

根据边界层内黏性力与惯性力量级相当的特点，有

δ～ νL
U㊣ = 1

㊣Re
， Re=UL

ν
（6.117）

上式表明，边界层厚度与㊣Re成反比。若Re≥107，计算得δ≤0.0016L，若L＜6m，

边界层厚度为毫米量级。若在离平板前缘距离为x的截面上，定义当地雷诺数为

Re=ρUx/μ，按同样的方法可估算出当地层流边界层的厚度为

δ（x）～ ν
U㊣x （6.118）

上式表明，层流边界层的厚度与㊣x成正比，随着沿平板流动的深入，边界层厚度会不

断增加。实验观察也表明，在平板前部边界层是层流，深入到一定距离后层流向湍流
转化，变成湍流边界层，厚度也将明显增加，如图6.11b所示。

由于从边界层内到边界层外的速度分布沿y方向具有渐变特征，边界层没有严
格意义上的界限，实际问题中常根据不同需要定义不同的边界层厚度。

（1）几何厚度

对于壁面一定距离处，当速度达到外流区域势流速度Ue的99% 时，其对应的垂

直距离定义为边界层的几何厚度，常用δ表示。
（2）排挤厚度
当均流流经壁面时，由于黏性效应部分流体被排挤到外流区域，其所占的流体厚

度定义为排挤厚度，用δ* 表示。位移厚度物理图像是：因黏性效应使设想的无黏流体

经壁面附近而亏损的质量，折算成无黏流体的流量，即ρδ*U =∫
∞

0
ρ（U-u）dy，若流

体不可压缩，则有
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δ* =∫
∞

0
1-u

U（ ）dy （6.119）

排挤厚度又称为质量损失厚度，或位移厚度，如图6.12所示。
（3）动量损失厚度
当均流流经壁面时，由于黏性效应部分流体被排挤到外流区域，将这部分流体具

有的动量折算成厚度为θ的无黏流体的动量流量，即ρθU·U =∫
∞

0
ρu（U-u）dy，若流

体不可压缩，则有

θ=∫
∞

0

u
U

1-u
U（ ）dy （6.120）

图6.13画出了动量损失厚度和排挤厚度对应面积的比较，显然动量厚度总是小于位
移厚度，即θ≤δ*。

 图6.12 排挤厚度（取自丁祖荣（2003））   图6.13 动量损失厚度（取自丁祖荣（2003））

6.7.2 普朗特边界层方程

下面以平壁面的二维流动为例，推导普朗特边界层方程。
对于不可压缩黏性流体二维定常层流边界层流动，可用二维连续性方程和N-S

方程描述（不计质量力），则有

∂u
∂x+∂v∂y=0 （6.121a）

U
L  

U
L  

u∂u
∂x+v∂u

∂y=-1
ρ
∂p
∂x+ν∂

2u
∂x2 +ν∂

2u
∂y2 （6.121b）

U2

L  
U2

L  
U2

L  ε
2U2

L  
U2

L
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u∂v
∂x+v∂v

∂y=-1
ρ
∂p
∂y+ν∂

2v
∂x2 +ν∂

2v
∂y2 （6.121c）

εU2

L  ε
U2

L  ε
U2

L  ε
2U2

L  ε
U2

L
同时列出了方程中各项量级的大小。所用尺度分析的依据如下：取x方向特征长度和
特征速度分别为L和U，y方向特征长度为δ，由连续性方程可知y方向特征速度为

δ·U/L，考虑x和y方向的气压梯度力与各自方向的惯性力同量级，另由式（6.118）
可知特征黏性系数为δ2·U/L。因ε=δ/L≪1为小量，普朗特略去了含ε的项，并保
留y方向气压梯度力的高阶量，将方程（6.121）化简为

∂u
∂x+∂v∂y=0 （6.122a）

u∂u
∂x+v∂u

∂y=-1
ρ
∂p
∂x+ν∂

2u
∂y2 （6.122b）

∂p
∂y=0 （6.122c）

方程（6.122）就称为普朗特边界层方程。考虑到方程中∂p/∂y=0，用边界层外缘的
压强pe代替同一截面边界层内的压强，则有∂p/∂x=dp/dx=dpe/dx，而在外流区
域，流体的运动为无旋势流，利用拉格朗日积分U2

e/2+pe/ρ= 常数，得

-1
ρ

dpe

dx =Ue
dUe

dx
因此，普朗特边界层方程又可写成

∂u
∂x+∂v∂y=0 （6.123a）

u∂u
∂x+v∂u

∂y=Ue
dUe

dx +ν∂
2u
∂y2 （6.123b）

边界条件是

u|y=0 =0， v|y=0 =0， u|y→∞ =Ue（x） （6.124）
与方程（6.121）相比，边界层方程（6.123）的主要优点是：① 在边界层内压强沿y方
向保持不变，即边界层外的压强可以穿透边界层作用到壁面上，压强沿x方向的变化
完全由外部势流决定，因此，对边界层内流动，压强可看作已知量；② 虽然仍保留非

线性对流项，但由于对x的二阶偏导数项消失，相关的数值计算更容易。
必须指出，普朗特边界层方程不适用于边界层的前缘区，因为δ（x）/x已不再是

小量。通常规定一个x0 值，使

δ
x0

～ 1
Rex㊣ 0

=0.2

即普朗特边界层方程适用于边界层内x＞x0 的区域。
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6.7.3 平板层流边界层的布拉休斯解

对于均匀来流流过无限长平板的边界层流动，Ue =U 与x无关，普朗特边界层
方程简化为

∂u
∂x+∂v∂y=0 （6.125a）

u∂u
∂x+v∂u

∂y=ν∂
2u
∂y2 （6.125b）

引入流函数ψ，有速度场为u=∂ψ/∂y，v=-∂ψ/∂x，则方程（6.125b）变为

∂ψ
∂y
∂2
ψ

∂x∂y-∂ψ∂x
∂2
ψ
∂y2 =ν∂

3
ψ
∂y3 （6.126）

相应的边界条件为

ψ|y=0 =0， ∂ψ∂y|y=0 =0， ∂ψ∂y|y→∞ =U （6.127）

方程（6.126）为三阶非线性偏微分方程，布拉休斯将其化为常微分方程，并求出其相
似性解，

假定速度u（x，y）的分布具有“相似性”，即

u
U =f（η）

式中，η=y/δ（x），代入式（6.118）后有η=y U/（νx㊣ ）。利用

∂ψ
∂y=∂ψ∂η

∂η
∂y=u=Uf（η） 或  ∂ψ∂η

= ν㊣xUf（η） 或  ψ= ν㊣xUF（η）

式中，dF
dη

=f（η）。将ψ表达式带入方程（6.126），整理后常微分方程为

F‴（η）+1
2FF″（η）=0 （6.128）

相应的边界条件是

F（0）=0， F′（0）=0， F′（∞）=1 （6.129）

  1908年，布拉休斯首先提出方程（6.128），并用级数解法求出了它的解，其结果
绘制成无量纲速度廓线，理论结果与尼古拉兹实验结果一致，见图6.14。后人将方
程（6.128）称为布拉休斯方程，它的解称为布拉休斯解，函数F（η）称为布拉休斯函数
或边界层函数。

6.7.4 卡门动量积分方程

普朗特边界层方程相对于N-S方程得到了大大简化，但非线性项仍然存在，只
有在少数外流速度已知情形下可以找到相似解，而在外流速度分布任意情形下求解
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图6.14 布拉休斯解的理论与实验结果比较（取自章梓雄等（1999））

一般是很困难的。为此，卡门推导了边界层动量积分形式的关系，称为卡门动量积分
方程，该方程在工程中得到广泛的应用。

下面以平板边界层为例，推导卡门动量积分方程。
在平板定常流边界层取单位宽度控制体OABC，见图6.15，其中AB为边界层外

一条流线，与边界层外边界相交于B点，在AB 线上无流体进出，切应力为零。设OA

线上流速为U 且压强相同，OC线上黏性切应力τw 对平板的合力为FD =∫
x

0
τwdx。由

定常流动动量方程：

∮CS
ρV（V·n）dσ=∑F （6.130）

沿x方向分量式为

∫
δ

0
ρu·udy-∫

h

0
ρU·Udy=-FD 或  FD =ρU

2h-∫
δ

0
ρu

2dy （6.131）

由CB和OA 两截面质量守恒，有

∫
δ

0
udy=Uh 或  h=∫

δ

0

u
Udy （6.132）

将式（6.132）代入式（6.131），整理得

FD =ρU
2∫

δ

0

u
U

1-u
U（ ）dy=ρU

2θ （6.133）

式中，θ为动量损失厚度。将式（6.133）对x求导数，并考虑dFD/dx=τw，可得

812 流体力学基础与应用



τw =ρU
2 dθ
dx

（6.134）

用壁面摩擦系数表示为

Cw = τw

ρU
2/2=2dθ

dx
（6.135）

式（6.134）和（6.135）均称为平板边界层的卡门动量积分方程。可见，只要知道边界
层的动量厚度，就可以利用该方程求平板上的切应力分布τw（x）和阻力FD。

若边界层外自由来流速度不是常数，若U=U（x），则边界层外边界上存在压强
梯度，dp/dx=-ρUdU/dx，此时作用在边界层动量方程控制体上的外力，除黏性阻
力外还有压强合力，相应的动量方程为

τw =ρ
d
dx

（U2θ）+ρδ*UdU
dx

（6.136）

式中，δ*为位移厚度，上式称为非零压强梯度二维边界层动量积分方程。当U 为常

数时，式（6.136）化为式（6.134）。

图6.15 平板边界层

6.8 湍流引论

湍流（又称紊流）是一种普遍存在的流动状态，从大气中近地表的微风到大尺度
的大气环流，江河湖泊中的水流，血液在血管中的流动，舰船、飞机、火箭等后部的尾
流以及工程中大部分流动都常以湍流状态存在着。湍流与层流迥然不同，层流的流
线是光滑的，各层流体层次分明，流动各物理量随时间和空间做光滑和平缓的连续变
化；而湍流却是一种复杂的流动，流线或迹线杂乱无章，各层之间有强烈的混合现象，
从表面上看，流动各物理量随时间、空间的变化极不规则。从整体上看，对湍流完全
的数学描述是极其困难的，甚至根本不可能对每个特定的流动进行严格时间相关的
数学描述。但是，这种紊乱无规则流动，并不意味着它是毫无规律性的。人们在研究
湍流时主要从以下四个方面去探索，即湍流的统计理论、半经验理论、湍流的物理模
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型———涡结构，以及湍流与非线性动力学、混沌理论的联系。

1959年，兴兹（Hinze）在论述湍流特性时曾指出：“湍流是这样一种不规则运动，
其流场各种物理量是时间和空间的随机变量，因此，其统计平均值是有规律的。”这说
明从统计理论的角度看，湍流的主要特征在于它具有随机性质，一方面它的物理量随
时间和空间做紊乱而无规则的变换，另一方面它又具有确定的统计平均值。统计理
论在研究湍流问题中具有重要作用，它采用较严格的统计方法研究湍流的基本规律，
但仅限于最简单的均匀各向同性湍流，它的许多结果还不能完全用来解决湍流的实
际问题。

湍流的半经验理论主要通过对脉动的结构做某种假定，着重研究时均流的运动
规律，目前已初步解决了湍流的一些实际问题。半经验理论的主要缺陷在于对湍流
的内部结构缺少认识，因而其基本假定的物理依据不足，具有较大的局限性。

20世纪60年代，通过对湍流物理机制的不断探索，人们认识到多数剪切湍流的
本质是由大尺度涡旋运动所支配的，这些涡旋运动不是随机和无序的，而是有组织的
拟序结构。以后，应用拟序结构思想来研究湍流，尤其是在数值运算中应用大涡模拟
方法，取得了长足的进步，目前这一方向仍在发展中。

20世纪70年代，人们在提出应用非线性动力学、混沌理论来研究湍流。由于在
混沌系统中，随着系统的参数变化，会经历稳定解、周期解、准周期解以及杂乱无章的
混沌解，而这些正是湍流产生和发展过程中所具有的特征，因此受到人们的普遍重
视，目前该方向的研究正在发展之中。

总之，湍流理论到现在为止尚未达到成熟阶段，人们对于湍流的物理本质、内部
结构和运动规律的认识还不够深入，有待于进行长期、深入的研究，本节仅对湍流理
论做简单介绍。

6.8.1 湍流产生与随机性

（1）雷诺实验
黏性流体流动存在着完全不同的两种流动状态———层流和湍流。早在1883年，

英国物理学家雷诺曾经用实验方法研究真实流体的流动情况，并首先发现流体在玻
璃管中流动时会出现两种完全不同性质的流动状态。

雷诺的实验装置主要是有一根插入贮水箱中的长玻璃管，在管的入口处通入一
光滑的不断流出染色液的喷嘴，管的另一端装有一个阀门控制流动速度，如图6.16
所示。逐渐打开出口处的阀门，水即从管内流出，同时打开喷嘴开关，自喷嘴流入管
中一丝有色液体。当流速较低时，管中出现一条有色的直线，色线清晰，流动层次分
明，互不干扰，这种流动称为层流，如图6.17a所示。调节阀门使流速增大，当达到某
一值时，有色线出现弯曲，见图6.17b，这种情况说明管中层流已开始失稳。若流速进
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      图6.16 雷诺的实验装置      图6.17 （a）层流；（b）过渡状态；（c）湍流

一步增大，并超过某一临界值Vc时，流动状态突然改变，色线离开喷嘴后即很快地混
淆于管中的水，因而有色液体充满整个管中，如图6.17c所示。这时管中液体质点的
运动十分复杂，貌似无规则运动，相互之间发生撞击，这种流动称为湍流。由此反过来
减少管中流速，当小至某一临界值V′c时，管中的流动又由湍流变成层流。实验证明：
两个临界速度值并不相同，且V′c＜Vc，故Vc称为上临界速度，而V′c称为下临界速度。
人们还发现，在直径不同管子及不同液体中做实验时，流体在管中的流态变化仅与雷
诺数Re=Vd/ν有关，其中V为流速，d为圆管直径，ν为流体的运动黏度系数。于是，

Re* =Vcd/ν称为上临界雷诺数，Re** =V′cd/ν称为下临界雷诺数。
大量的雷诺实验表明，流态变化要经历三个阶段：

①Re＜Re**，流动处于稳定层流状态，不论扰动如何强烈，一旦扰动消失，流动
仍恢复为层流状态。对圆管中的流动，Re**为2000；

②Re**＜Re＜Re*，此时流动处于过渡状态，可以是层流，也可以是湍流，并存在
层流与湍流相混的现象。当扰动消失后，流动不会恢复到原来的状态；

③Re＞Re*，此时流动非常不稳定，任意小的扰动都会扩大，并使流动很快发展
成湍流，圆管流动的上界雷诺数为5000，它与管的光滑度及流动平稳性有关，随着实
验技术的改进，已可将上临界雷诺数提高到105 。

进一步讨论层流向湍流过渡的物理本质。
在实际流动中不可避免地存在各种扰动，例如壁面的粗糙、外界影响等，这些扰

动将会破坏流体平滑的流动。另一方面，在实际流体中总存在着黏性，黏性应力会消
耗扰动的动能，使流动趋于稳定。如果黏性的稳定作用占支配地位，则流体虽有扰
动，也将逐渐衰减，使得流体做层流运动；如果扰动占支配地位，则黏性的稳定作用无
法使扰动缩减，扰动不断增大，使得流体层流状态被彻底破坏而转变为湍流。

在相似理论中已经讨论过，特征雷诺数是特征迁移惯性力和特征黏性力的比值，
它反映黏性作用在流动中的地位，雷诺数小表示黏性对流动起着重要影响，即黏性稳
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定作用占重要地位，因此，流体会处于层流状态；反之，当雷诺数增大并超过某一数
值，则由于黏性稳定作用太小，无法克服扰动，因此，流动状态就会转变成湍流。

以上分析了由层流向湍流过渡以及雷诺数作为流动状态判别依据的物理本质。
因此可认为，层流向湍流过渡的最初阶段其实就是层流的稳定性问题，也就是说，在
层流中附加一个微小扰动，如果扰动随时间的推移而衰减，则流动将是稳定的；如果
随时间的推移扰动得到加强则层流是不稳定的，从而可能过渡到湍流状态。以此为
基础，从数学上论证层流向湍流的过渡问题，称为层流不稳定性理论，有兴趣的读者
可阅读有关专著。

（2）湍流随机性
由于固壁的影响和外部的扰动，在流体内部充满着大小、方向均不同的涡旋，这

些涡旋不断地产生、发展、衰减、消亡。从理论上可以证明，没有涡旋存在就不能维持
湍流。这些涡旋的运动和基本流动叠加后就形成了流动速度的脉动。例如，在基本流
速为U 的流体中有两个紧挨着的涡旋，其旋转角速度分别为ω1 和ω2，边缘上的线速
度分别为v1和v2。这两个涡旋紧接着通过空间某一点A，如图6.18所示，于是A点上
的速度会从U+v1突然变为U-v2。由于流体中存在着大大小小、方向各异的涡旋，
所以必然引起流场中各空间点流速的大小和方向发生极不规则的变化。流速随时间
的这种极不规则变化称为流速的脉动。

如果用瞬时流速仪测量湍流中任一点的流速，其结果与图6.19所示的曲线类
似。它表明流速的数值是极其紊乱、毫无规则的。图中实线和虚线分别表示在相同
条件下两次测量的结果。可以看出，流速的变化是完全不同的。但实测资料表明，如
将不同的时段测得的数值加以平均，所得到的平均值是相当稳定的，如图中的直线。

由此可见，每一瞬时测量的结果毫无规律，但一个足够长时段测量结果的平均值
是有一定规律的，这就是随机现象的基本特征。正因为湍流具有随机性，所以统计方
法在湍流问题的研究中具有重要意义。

图6.18 涡旋引起速度突变        图6.19 瞬时流速不规则变化     
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在湍流理论中，有三种统计平均方法，它们是时间平均法、空间平均法和概率平
均法。根据概率论的各态遍历原理，一个随机量在重复多次试验中出现的所有可能状
态，能在一次试验中相当长的时间内或相当大的空间范围内，以相同的概率出现。因
此，三种统计平均方法的结果是一致的。下面着重介绍常用的时间平均法（简称时均
法）。

在固定时空点（x，y，z，t），物理量A在时间T 内的平均值称为时均值，即

-A（t）= 1
T∫

t+T
2

t-T
2

A（x，y，z，t）dt （6.137）

式中，T是以时刻t为中心的一段时间间隔，并称为时均周期。于是时均速度ui就是在

时间间隔T内，流体通过某一固定时空点的速度沿xi轴分量的平均值，即

-ui = 1
T∫

t+T
2

t-T
2

ui（x，y，z，t）dt

类似地，时均压强为

-pi = 1
T∫

t+T
2

t-T
2
pi（x，y，z，t）dt

通常将瞬时值与时均值的差值称为脉动值A′。因而瞬时值等于时均值与脉动
值之和，即

A =-A+A′ （6.138）
例如，ui =ui+u′i和p =-p+p′。脉动值A′可正可负，它显示出湍流的不规则性。应
该注意，时均值与脉动值的大小往往因T选择的不同而异，例如，以1分钟为周期的
平均风速和以1小时为周期的平均风速，一般说来是不相等的，但是，通常时均周期

T都取得不是很大。在气象台站地面观测中，通常以某时刻附近1分钟的平均风速
作为该时刻的风速。该风速值实际上是湍流风速的时均值。

由于湍流的随机性，它必然是极为复杂的非定常流动，各点的物理量随时间无规
则地变化。但是当对各点的物理量取时均值后，其时均值有可能是相当稳定的，可以
作为定常流动来处理，这种流动称为定常型湍流。本书的讨论仅限于定常型湍流。
要注意的是，这里所谓的“定常”，仅仅指时均值不随时间而变化。

时均值和脉动值具有下列性质：

① 时均值再取时均仍为原时均值，即-A（t）= 1
T∫

t+T
2

t-T
2

-Adt=-A；

② 脉动值的时均值等于零，即A′=A--A =-A-A =0；

③ 脉动值乘以常数的时均值为零，即cA′=cA′=0；

④ 脉动值与任一时均值乘积的时均值为零，即 A′-A =A′A =0；

⑤ 瞬时值对空间坐标偏导数的时均值，等于时均值对同一坐标的偏导数，

322第6章 黏性流体动力学基础



即∂A
∂x =∂

-A
∂x

；

⑥ 瞬时值对时间偏导数的时均值，等于时均值对时间的偏导数，即∂A
∂t =∂

-A
∂t

；

⑦ 两个时均值乘积的时均值，仍等于两个时均值的乘积，即A1A2 =A1A2 =

A1A2；

⑧ 两个瞬时值乘积的时均值，等于两个时均值的乘积加上两个脉动值乘积的时
均值，即A1A2 =A1A2+A′1A′2；

⑨ 脉动值乘积的时均值应为A′1A′2 = 1
T∫

t+T
2

t-T
2

A′1A′2dt；

○10 脉动值平方的时均值应为A′2 = 1
T∫

t+T
2

t-T
2

A′2dt。

6.8.2 湍流基本方程

雷诺认为，流动由层流状态过渡到湍流状态后，尽管流动的性质发生了变化，但
流体的物理性质并没有改变。不论湍流内部结构如何复杂，湍流中最小尺度的湍流
微团仍比分子平均自由程大好几个数量级，克努森数仍远小于1，流体的连续性没有
受到破坏，因此仍然可作为连续介质处理。另一方面，不论湍流的运动如何复杂，牛
顿定律仍然适用，流体的黏度系数没有改变，于是黏性流体的 N-S方程对于湍流仍
然是成立的。下面以此假定为基础，推导不可压缩流体的湍流基本方程。

（1）连续性方程
对于不可压缩流体，直角坐标系中连续性方程可以写为

∂u
∂x+∂v∂y+∂w∂z =0 （6.139）

式中，u，v，w为湍流瞬时速度V在直角坐标系中的分量。将u=-u+u′，v=-v+v′，w=
-w+w′代入上式，有

∂-u
∂x+∂-v∂y+∂-w∂z（ ）+ ∂u′

∂x+∂v′∂y+∂w′∂z（ ）=0 （6.140）

对上式求时均，则有

∂-u
∂x+∂-v∂y+∂-w∂z =0 （6.141）

将式（6.140）减去式（6.141），得

∂u′
∂x+∂v′∂y+∂w′∂z =0 （6.142）

式（6.139），（6.141）和 （6.142）都是不可压缩流体湍流运动的连续性方程。上述各
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式分别表明，在不可压缩流体湍流的连续性流动中，其瞬时速度、时均速度和脉动速
度的散度均等于零。研究湍流时均流动时，常用式（6.141），它称为不可压缩流体湍
流时均流动的连续性方程。

（2）时均动量方程———雷诺方程
考虑不可压缩均质黏性流体中无质量力作用的情形。由N-S方程，在x方向的

分量为

∂u
∂t+u∂u

∂x+v∂u
∂y+w∂u

∂z=-1
ρ
∂p
∂x+ν

Δ

2u （6.143）

利用连续性方程（6.139），则上式可改写为

∂u
∂t+∂u

2

∂x +∂
（uv）
∂y +∂

（uw）
∂z =-1

ρ
∂p
∂x+ν

Δ

2u （6.144）

将上式中各物理量的瞬时值用时均值和脉动值之和代入，并注意到不可压缩均质流
体ρ=-ρ，则有

∂（-u+u′）
∂t +∂

（-u2+2-uu′+u′2）
∂x +∂

（-u-v+-uv′+u′-v+u′v′）
∂y

+∂
（-u-w +-uw′+u′-w +u′w′）

∂z =-1
ρ
∂（-p+p′）
∂x +ν

Δ

2（-u+u′）（6.145）

对上式取时均，并考虑到时均值和脉动值的性质及利用连续性方程（6.141），经整理
后可得下式中的第一式，其余两式可用同样方法求得，即

   

∂-u
∂t+-u∂-u∂x+-v∂-u∂y+-w∂-u∂z=-1

ρ
∂-p
∂x+ν

Δ

2-u

+1
ρ
∂
∂x

（-ρu′u′）+∂∂y
（-ρu′v′）+∂∂z

（-ρu′w′）[ ]
∂-v
∂t+-u∂-v∂x+-v∂-v∂y+-w∂-v∂z=-1

ρ
∂-p
∂y+ν

Δ

2-v

+1
ρ
∂
∂x

（-ρv′u′）+∂∂y
（-ρv′v′）+∂∂z

（-ρv′w′）[ ]
∂-w
∂t+-u∂-w∂x+-v∂-w∂y+-w∂-w∂z =-1

ρ
∂-p
∂z+ν

Δ

2-w

+1
ρ
∂
∂x

（-ρw′u′）+∂∂y
（-ρw′v′）+∂∂z

（-ρw′w′）[ ]

㊣

╭

╰

（6.146）

上式就是不可压缩黏性流体湍流时均动量方程，称为雷诺方程。雷诺方程左端表示
平均速度的随体导数，右端第一项为气压梯度力的时均值；第二项是作用于单位质量
流体黏性力的时均值，这两项与层流状态N-S方程中的各项是相对应的。雷诺方程
中右端第三项出现了附加应力。三个方程中共有九个附加应力分量。这些附加应力
分量组成一个张量，称为雷诺应力张量，用P′表示，即
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P′=
-ρu′u′ -ρu′v′ -ρu′w′

-ρv′u′ -ρv′v′ -ρv′w′

-ρw′u′ -ρw′v′ -ρw′w′

┌

└

┐

┘

=
p′xx p′xy p′xz
p′yx p′yy p′yz
p′zx p′zy p′zz

┌

└

┐

┘

（6.147）

显然，雷诺应力张量是二阶对称张量，所以，九个应力分量中只有六个独立分量。雷诺
应力-ρu′iu′j的物理实质是由于湍流脉动引起单位面积上的动量输运率。

雷诺方程和连续性方程都适用于湍流时均运动。然而这组方程有十个未知量
（包括三个时均流速分量、时均压强和六个雷诺应力），而方程只有四个，故方程组不
完备。在层流理论中，利用斯托克斯黏性应力公式，把黏性应力和形变率联系起来，
解决了层流问题方程组的完备性。在湍流理论中，必须对雷诺应力补充相关的物理
方程，才能使时均方程组完备，这一研究领域称之为湍流模式理论。所以，湍流模式
理论的中心问题是建立雷诺应力的物理方程。

（3）湍流能量方程
如前所述，湍流场的瞬时速度由两部分组成，因而湍流场的平均动能亦由两部分

组成，即

1
2ulul = 1

2-ul-ul+1
2u′lu′l （6.148）

上式右端第一项为时均流动能，而第二项为脉动流动能（亦称湍能）。研究表明，这两
种能量之间是否发生能量的相互转移以及通过何种方式的转移，是湍流状态维持与
发展的内在动因。这里重点讨论这两种能量的控制方程。

用-ui乘以雷诺方程（6.146），经整理可获得时均流动能的演化方程：

∂
∂t

1
2-ul-ul（ ）+ ∂

∂xi
-uk

1
2-ul-ul（ ）=

∂
∂xi

ν ∂∂xi

1
2-ul-ul（ ）--pρ-uk--ulu′lu′k[ ]-ν∂-ul

∂xk

∂-ul

∂xk
+u′lu′k∂-ul

∂xk
（6.149）

上式右端第一项表示时均流动能的扩散；第二项显然不大于零，其代表了时均流动能
的耗散率；第三项为雷诺应力所做的变形功，正是它描述了时均流动能与湍能之间的
能量转移。

用u′j乘以瞬时流场的N-S方程并取平均，再利用式（6.149），经整理可获得湍
能的演化方程：

∂
∂t

1
2u′lu′l（ ）+ ∂

∂xi
-uk

1
2u′lu′l（ ）=

∂
∂xi

ν ∂∂xi

1
2u′lu′l（ ）-p′

ρ
u′k-1

2l
u′lu′lu′k[ ]-ν∂u′l∂xk

∂u′l
∂xk

-u′lu′k∂-ul

∂xk
（6.150）

上式与式（6.149）相似，其右端第一项表示湍能的扩散；第二项相应为湍能的耗散率；
第三项与式（6.149）中对应项大小相等符号相反，表明雷诺应力所做变形功使时均流
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动能减少（或增加）的同时，使湍能增加（或减少）同等大小的能量，可见该项是决定
时均流动能与湍能之间相互交换的能量。一般情形下，-u′lu′k∂-ul/∂xk＞0，表明能量
常常从主流（时均流）能量传递给湍能，从而使脉动场不断获得能量而维持发展下去。

从两方程（6.149）和（6.150）右端第二项可知，能量的耗散通过分子黏性耗散作
用完成，这种耗散反过来又促使脉动的衰减及消亡。因此，湍能耗散率ε =
ν（∂u′l/∂xk）（∂u′l/∂xk）也是湍流研究中重要的统计物理量，其控制方程可通过下列
步骤获得：用方程（6.145）减去方程（6.146）得到关于脉动值u′i的方程，对其求一次
偏导，并乘以2（ν/ρ）∂u′i/∂xj，最后取平均后得

∂ε
∂t+∂

（-ukε）
∂xi

= ∂
∂xi

ν∂ε∂xi
-ε′u′k-2ν ∂∂xl

p′
ρ（ ）∂u′k∂xl

[ ]-2ν∂-um

∂xl

∂u′k
∂xm

∂u′k
∂xl

+∂u′m

∂xk

∂u′l
∂xk

（ ）
-2νu′l∂u′m

∂xl

∂2-um

∂xk∂xl
-2ν∂u′m

∂xk

∂u′m

∂xl

∂u′k
∂xl

-2ν2 ∂2u′m

∂xk∂xl

∂2u′m

∂xk∂xl
（6.151）

上式右端第一项为扩散项，包括黏性扩散和湍流扩散；第二、三项均为产生项；第四项
代表小涡的拉伸作用；第五项不大于零表示黏性对ε的破坏作用。

6.8.3 湍流模式理论

在获得湍流的时均基本方程后，为了求解方程组，必须解决方程组的完备性问
题，即建立雷诺应力和时均速度场之间的关系，其关系通常又称为湍流模式。根据这
种关系所包含偏微分方程的数目，可将湍流模式分为零方程模式、一方程模式及二方
程模式等，零方程模式就是不引入附加的偏微分方程而只引入附加的代数关系。

（1）零方程模式
零方程模式是由一些近似处理雷诺应力的半经验公式发展而来，如普朗特混合

长理论、卡门湍流相似理论等。实质上，这些理论是依据布西内斯克（Boussinesq）仿
照分子运动黏性系数提出的涡黏性系数假定，将雷诺应力的一般表达式构造为

-u′iu′j =νt
∂-ui

∂xj
+∂-uj

∂xi
（ ）-2

3Kδij （6.152）

式中，K =u′ku′k
2
为湍能，νt称为涡黏性系数。涡黏性系数与分子运动黏性系数有相同

的量纲，但与之有本质的不同。分子运动黏性是流体本身的属性，而涡黏性是流体运
动的特性。一般来说，涡黏性系数不是一个常数，如何确定涡黏性系数是湍流模式理
论的主要任务。所谓零方程模式就是指不引入微分方程而只用某种代数关系将涡黏
性系数表示为时均速度场的函数，故有时也称为代数模式。

以二维平行流运动为例，在混合长理论中，有

νt =l2 d-u
dy

（6.153）
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式中，-u为平行于壁面的平均速度，y为垂直壁面的坐标，l称为混合长度。在靠近壁面
处的充分发展湍流区内，混合长度可表示为

l=αy （6.154）
式中，α为比例常数，由试验确定。在卡门湍流相似理论中，有

l=κ d-u/dy
d2-u/dy2 （6.155）

式中，κ=0.4为卡门常数。在零方程模式中，二维平行流运动的雷诺应力可表示为

-ρu′v′=ρνt
∂-u
∂y

（6.156）

由此，建立了雷诺应力与时均速度的关系。
普朗特混合长理论在一定条件下可以解决一些问题，例如在大气科学中用于研

究近地面层平均风速铅直分布问题等。但其理论本质上也存在严重的局限，如该理
论是以流层存在时均速度梯度为前提的。若∂-u/∂y=0，则u′=0，且νt=0，然而试验
表明，在时均流速度梯度为零的区域，脉动速度并不为零。卡门湍流相似理论可从时
均速度的空间分布（一阶导数和二阶导数）确定特征长度（即普朗特理论中的混合长
度），从而也就完全确定了雷诺应力，这是后者比前者理论优越之处。但是卡门理论
也同样存在着本质性的缺陷，例如脉动场的相似性假设缺乏坚实的物理根据。

（2）一方程模式及二方程模式
零方程模式只能应用于比较简单的流动问题，这些流动问题往往只有一个剪切

应变率起主要作用。对于稍微复杂一些的流动，零方程模式的效果就不理想了，其根
本原因还是零方程模式中的涡黏性系数没有直接与表征湍流特性的参量联系起来。

研究表明，湍流中反映脉动与主流相互作用的涡黏性系数由湍能K 及湍能耗散
率ε决定，即

νt =cμ
K2

ε
（6.157）

式中，cμ 为经验系数。上式称为普朗特-柯尔莫哥洛夫关系式。因此，确定涡黏性系
数的问题就转化为确定湍能K 及耗散率ε的问题。类比浓度、温度等梯度型扩散规
律，将湍能方程（6.150）中扩散项“模式化”为

∂
∂xk

ν+νt

σK
（ ）∂K∂xk

[ ] （6.158）

式中，第一项仍为分子黏性扩散；第二项则为湍流扩散，参数σK 称为普朗特数，其值
在1.0左右。将控制方程（6.150）中的耗散项采用经验的代数关系来“模式化”，例如

ε=cD
K

3
2

l
（6.159）

式中，cD为经验系数，l为具有量纲K3/2/ε的湍流特征尺度。湍能方程最终写成可解形
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式：

∂K
∂t+-uk

∂K
∂xk

= ∂
∂xk

ν+νt

σK
（ ）∂K∂xk

[ ]+νt
∂-uj

∂xi

∂-uj

∂xi
+∂-ui

∂xj
（ ）-ε （6.160）

由此构成一方程模式，即只引入了一个关于K 的偏微分方程。尽管一方程模式较之
零方程模式有所改进，但由于湍流特征长度尺度的经验关系不易把握，从而导致其精
度并不明显优于零方程模式。

若利用湍能耗散率方程（6.151）来确定耗散项ε，将其“模式化”为

∂ε
∂t+-uk

∂ε
∂xk

= ∂
∂xk

ν+νt

σε
（ ）∂ε∂xk

[ ]+cε1
ε
K νt

∂-uj

∂xi

∂-uj

∂xi
+∂-ui

∂xj
（ ）[ ]-cε2

ε2

K
（6.161）

式中，σε，cε1 和cε2 为经验系数，则K 方程（6.160）加上ε方程（6.161）以及时均方程
（6.141）就构成了一组封闭方程，可通过数值方法求解。由于引入了两个偏微分方
程，该模式就称为K-ε两方程模式。目前，K-ε两方程模式及其相应的修正形式已
广泛地应用于各种工程实践中。

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

应用例

例1 利用应力张量求解应力矢量、法应力分量和切应力分量

设流体中的应力张量为P=
5x+7y2- 6x2 0

-6x2 9xy-4y2 0
0 0 0

┌

└

┐

┘

，求点（3，2，1）处法向

为n=1
2i+1

2j+㊣22k的面元上的应力矢量pn 及法应力分量pnn和切应力分量pnt。

解：计算点（3，2，1）处应力张量为P=
43 -54 0
-54 38 0
0 0 0

┌

└

┐

┘

，利用式（6.3），即

pn =nxpx +nypy +nzpz = 1
2

（43i-54j）+1
2

（-54i+38j）=-5.5i-8j

而  pnn =n·pn = 1
2i+1

2j+㊣22k（ ）·（-5.5i-8j）=-6.75

pnt = pn
2-p2

㊣ nn = 5.52+82-6.75㊣
2 ≈6.98
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  例2 证明黏性引起的动能耗散率φ≥0
证明：由式（6.37）中动能耗散率φ的表达式

  φ=2ν∑
3

i=1∑
3

j=1Sij
∂uj

∂xi
-2

3ν
（

Δ

·V）2

=2ν∑
3

i=1∑
3

j=1
1
2Sij

∂uj

∂xi
+∂ui

∂xj
（ ）-2

3ν
（S11+S22+S33）2

=2ν∑
3

i=1∑
3

j=1S
2
ij -2

3ν
（S11+S22+S33）2

=2ν{S2
11+S2

22+S2
33+2（S2

12+S2
23+S2

31）-1
3

（S11+S22+S33）2}

=4ν（S2
12+S2

23+S2
31）+2ν

3
{（S11-S22）2+（S22-S33）2+（S33-S11）2}

=ν ∂u
∂y+∂v∂x（ ）2+ ∂v

∂z+∂w∂y（ ）2+ ∂w
∂x+∂u∂z（ ）2[ ]

 +2ν
3

∂u
∂x-∂v∂y（ ）2+ ∂v

∂y-∂w∂z（ ）2+ ∂w
∂z-∂u∂x（ ）2[ ]≥0

得证。

例3 分析孤立涡丝在黏性流场中的扩散特性
解：设在初始时刻无界不可压缩黏性流体中有一孤立直涡线，涡管强度为Γ，建

立柱坐标系，使z轴与涡线重合，则初始时刻的速度分布如下：vR t=0=0，vφ t=0=
Γ

2πR
，vz t=0=0，而在任意时刻t，有

vR =0， vz =0， ∂∂z=0， ∂∂φ
=0， ΩR =0， Ωφ =0， Ωz =Ω

此时

dΩ
dt =∂Ω∂t+（V·

Δ

）Ω =∂Ω∂t
ez+vφ

1
R
∂Ω
∂φ

ez =∂Ω∂t
ez

（Ω·

Δ

）V =Ω∂V∂z=0

涡量方程简化为

∂Ω
∂t =ν

Δ

2Ω ①

这是抛物型方程。考虑到∂/∂φ=0，∂/∂z=0，有

∂Ω
∂t = ν

R
∂
∂R

R∂Ω
∂R（ ） ②

其定解条件为
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Ω t=0，R＞0=0（初始条件）， Ω t＞0，R→∞ =0（边界条件） ③
方程②有解

Ω= A
νt

e-R2/（4νt） ④

式中，A是待定常数。对半径为R的圆域σR 利用斯托克斯公式，得

∫σR
Ωdσ=∮LR

vφdl=vφ2πR

则   vφ = 1
2πR∫σR

Ωdσ= 1
2πR∫

R

0

A
νt

e-R2/（4νt）2πRdR=2A
R

[1-e-R2/（4νt）]

从而vφ t→0=2A/R；另一方面vφ t=0=Γ/（2πR），由此确定A=Γ/（4π）。因此，涡量
分布为

Ω= Γ
4πνt

e-R2/（4νt） ⑤

速度分布为

V =vφ = Γ
2πR

[1-e-R2/（4νt）] ⑥

可以看出，在t＞0的任意时刻，整个流场是有旋的，且涡量随R增大而逐渐减小，当

R→ ∞ 时，Ω→0，在任意距离R＞0处随时间的推延，涡量先是增大，然后减小，当

t→ ∞ 时，Ω→0。图6.4给出了不同距离处的涡量随时间的变化。

例4 哈根-泊肃叶流动问题
在无限长等截面直圆管中充满不可压缩黏性流体，设流体的密度为ρ，黏度系数

为μ，直管半径为a，在压强差的驱动下流体沿管轴方向做定常流动，不计质量力，求
流体的速度分布。

解：建立如图6.20所示的柱坐标系（R，φ，z），z轴与管轴重合，其正向与压强梯
度方向相反，由题意知：

∂
∂t=0， vR =vφ =0， ∂∂φ

=0， FR =Fφ =Fz =0

因此，定解方程组为

∂vz

∂z =0 ①

0=-1
ρ
∂p
∂R ②

0=- 1
ρR
∂p
∂φ

③

vz
∂vz

∂z =-1
ρ
∂p
∂z+μ

ρ
1
R
∂
∂R

R∂vz

∂R（ ）+∂2vz

∂z2[ ] ④
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vz R=a=0 ⑤
由方程 ① 及∂/∂t=0，∂/∂φ=0，得

vz =vz（R） ⑥
由方程 ② 和 ③ 及∂/∂t=0，得

p=p（z） ⑦
将以上结果代入方程④，得

μ
R

d
dR Rdvz

dR（ ）=dp
dz ⑧

上式左端仅是R的函数，而右端仅是z的函数，欲使等式成立，两端必须等于同一常
数，记此常数为k，有

μ
R

d
dR Rdvz

dR（ ）=k ⑨

积分得

vz = k
4μ

R2+C1lnR+C2 ⑩

式中，C1，C2 是积分常数，考虑到在R=0处vz 为有限值，应有C1 =0；再利用条件

⑤，有C2 =-ka2/4μ。最终速度分布为

vz =-k
4μ

（a2-R2）=- 1
4μ
∂p
∂z

（a2-R2）

图6.20 哈根-泊肃叶流动

这是哈根和泊肃叶各自独立研究得出的结果。根据此速度分布容易求得通过圆管截
面的流量，即

Q=∫σa
vzdσ=-k

4μ∫
a

0
（a2-R2）2πRdR=πk

8μ
a4 =πa4

8μ
∂p
∂z

进而求得圆管截面上的平均速度为

-vz = Q
S =a2

8μ
∂p
∂z

例5 利用量纲分析方法求解问题
利用量纲分析，引入若干无量纲量，减少原方程中变量数目，从而使偏微分方程
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变成常微分方程。下面以例3中直涡旋扩散方程②的求解为例，说明量纲分析在方
程求解中的应用。

解：与平面无界流动中涡旋扩散有关的物理量是涡量Ω，涡管强度Γ，运动黏度
系数ν，空间位置r和时刻t，它们之间的关系可写成

Ω=f（Γ，ν，r，t） ①
取ν，t为基本量，并引进无量纲量：

Π=Ωt， Π1 = Γ
ν

， Π2 =r2

νt
根据Π定理，有

Π=Φ（Π1，Π2） 或  Ωt=Φ Γ
ν

，r
2

νt（ ） 或  Ω= 1
tΦ Γ

ν
，r

2

νt（ ） ②

再考虑Ω与Γ成正比，应有

Ω= Γ
νt

F r2

νt（ ）
令η=r2/νt，则有

Ω= Γ
νt

F（η） ③

上式带入例3中直涡旋扩散方程②，化简得常微分方程：

F（η）+4F′（η）+η[F′（η）+4F″（η）]=0 ④
此方程的首次积分是

η[F（η）+4F′（η）]=C1

图6.21 圆锥黏度计

由于在涡线上涡量及其变化率均为有限值，因此，当η=0时，F（η），F′（η）均有界，所
以积分常数C1 =0，于是有

F（η）+4F′（η）=0
再积分，得

F（η）=C2e-η
4 或  Ω= A

νt
e-r2

4νt

式中，A是待定常数。

例6 圆锥黏度计原理
如图6.21所示，两共轴圆锥间充满待测不可

压缩黏性流体。下锥面不动，上锥面在外力矩M
的作用下以很小的角速度绕轴旋转，从而带动流
体缓慢运动。若流体的自由面形状为球面r=a，
求力矩M 与流体黏度系数μ的关系。
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解：这是小雷诺数、定常、轴对称旋转流动。利用球坐标系并由题意知：vr =0，

vθ =0，∂
∂φ

=0。因而连续性方程中各项均等于零；不计质量力，斯托克斯方程

Δ

p=

μ

Δ

2V的分量式简化为

∂p
∂r=0

1
r
∂p
∂θ=0

0=μ
∂2vφ

∂r2 +2
r
∂vφ

∂r +1
r2
∂2vφ

∂θ2 +cotθ
r2
∂vφ

∂θ -1
r2

vφ

sin2θ（ ）
㊣

╭

╰

①

边界条件是

vφ|θ=θ1 =rωsinθ1， vφ|θ=θ2 =0 ②
p|r=a =pa ③

由方程组 ①的前两式及∂/∂φ=0和边界条件③知p≡pa。只需求vφ，注意，方程是
线性的，可利用分离变量法，考虑到边界条件 ②，令

vφ =rf（θ）sinθ ④
代入方程组①的第三式，化简得关于f（θ）的常微分方程：

f″sinθ+3f′cosθ=0 ⑤
相应的边界条件是

f|θ=θ1 =ω， f|θ=θ2 =0 ⑥
显然f′=0适合方程⑤，即f=常数是一组解，表明流动随圆锥面做刚性旋转，这只
有两锥面以相同角速度旋转才可能。现在设f′≠0，此时由方程 ⑤ 积分一次，得

df
dθ= C

sin3θ ⑦

再积分，得

f（θ）=A+B lntgθ
2-cosθ

sin2θ（ ） ⑧

式中，A，B是积分常数，由边界条件⑥得

A =
ωlntgθ2

2-cosθ2

sin2θ2
（ ）

ln[tg（θ2/2）/tg（θ1/2）]-cosθ2

sin2θ2
+cosθ1

sin2θ1

B= ω

ln[tg（θ2/2）/tg（θ1/2）]-cosθ2

sin2θ2
+cosθ1

sin2θ1

⑨

因此，流体的速度是
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vφ =Arsinθ+Br sinθlntgθ
2-cotθ（ ） ⑩

外力作用于锥面上的力矩应等于流体作用在该锥面上的力矩，显然

M =∫
a

0
sinθ1pθφ|θ=θ12πrsinθ1dr

式中，pθφ|θ=θ1 =μ
1

rsinθ
∂vθ

∂φ
+1

r
∂vφ

∂θ -vφ

rcotθ（ ）
θ=θ1

= 2μB
sin2θ1

，于是

M =4πμB∫
a

0
r2dr= 4

3πμBa
3 ○11

这就是力矩M 与黏度系数μ的关系，由此可计算μ。

例7 根据边界层速度分布，求边界层各种厚度和壁面应力
在不可压缩定常流动的平壁面层流边界层中，若速度分布为

u
U =a+bη+cη

2， η= y
δ（x）

式中，U=常数，a，b，c是待定常数，试确定a，b，c的值，并求边界层厚度δ、壁面应力

τw、排挤厚度δ*和动量损失厚度θ。
解：（1）利用边界条件求确定a，b，c值
由  u|y=0 =0，即u/U|η=0 =0，得  a=0 ①
由  u|y=δ =U，即u/U|η=1 =1，得  b+c=1 ②

又由  ∂u∂y y=δ
=U

δ
d u

U（ ）
dη η=1

=0，得b+2c=0 ③

解方程②和③，得 b=2，c=-1 ④

于是，速度分布为 u
U =2η-η

2 ⑤

（2）根据卡门动量积分方程（6.134），有

τw =ρU
2 d
dx∫

δ

0

u
U

1-u
U（ ）dy=ρU

2 dδ
dx∫

1

0

u
U

1-u
U（ ）dη

=ρU
2 dδ
dx∫

1

0
（2η-η

2）（1-2η+η
2）dη

= 2
15ρU

2 dδ
dx ⑥

另一方面，有

τw =μ
∂u
∂y y=0

=μ
U
δ

d u
U（ ）
dη η=0

=2μU
δ ⑦
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联立方程⑥和⑦，简单整理，得

δdδ
dx=15ν

U  或  1
2δ

2 =15νx
U +C

式中，C是积分常数，因x=0处δ=0，故C=0，从而有

δ= ㊣30 νx
U㊣ ≈5.477 x

Re㊣ x

 和  τw =2μU
δ ≈0.730 ρU

2

Re㊣ x

根据定义式（6.119）和（6.120），有

δ* =δ∫
1

0
1-u

U（ ）dη=δ∫
1

0
（1-2η+η

2）dη= 1
3δ≈1.826 x

Re㊣ x

θ=δ∫
1

0

u
U

1-u
U（ ）dη=δ∫

1

0
（2η-η

2）（1-2η+η
2）dη= 2

15δ≈0.730 x
Re㊣ x

例8 利用混合长理论求平均流的速度分布
无界平板上方充满不可压缩黏性流体，流体在等压条件下沿板面方向做定常湍

流运动。在板面附近厚度为δc的薄层，分子黏性起主要作用，雷诺应力可以忽略，这
一层称为层流子层。在层流子层外部区域，雷诺应力起主要作用，分子黏性可以忽略，
这一区域称为湍流核心区。已知板面上的切应力为τw，混合长度为l=ky，试利用混
合长理论求平均流的速度分布。

解：不可压缩黏性流体定常型湍流的雷诺方程沿x轴方向的分量式为

-u∂-u∂x+-v∂-v∂y+-w∂-u∂z=-1
ρ
∂-p
∂x+μ

ρ

Δ2
-u+1

ρ
∂p′xx
∂x +∂p′xy∂y +∂p′xz∂z（ ） ①

根据题意，-u=-u（y），-v=-w =0，∂-p
∂-x =0。由布西内斯克假设：

-ρu′u′=2A∂u
-

∂x=0，-ρu′v′=A ∂u
-

∂y+∂v
-

∂x（ ）=A∂u
-

∂y
，-ρu′w′=A ∂u

-

∂z+∂-w∂x（ ）=0

方程①简化为

μ
d2-u
dy2 +dp′xy

dy =0 ②

积分得

μ
d-u
dy+p′xy=C （C是积分常数） ③

注意，壁面上有y=0，u′=v′=0，τw =μd-u/dy，故C=τw。
先讨论在层流子层中的速度分布。
将p′xy≈0代入方程 ③，则有下列定解问题：

μ
d-u
dy=τw， -uy=0 =0 ④
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对应的解为时均速度的表达式，即

-u=τω

μ
y

特别地，

-uy=δc =τωδc

μ
⑤

再讨论在湍流核心区的速度分布。因-uy=δc =τωδc/μ，方程 ③ 简化为

p′xy=τω ⑥
利用混合长理论，有

ρl
2 d-u

dy（ ）2 =τω 或  d-u
dy= τω

ρ㊣
1
l ⑦

将l=ky代入，并令 τω/㊣ ρ=V*，得

d-u
dy=V*

k
1
y ⑧

积分并利用边界条件⑤，得湍流核心区的速度分布为

-u=V*

klny
δc

+τωδc

μ

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣
㊣㊣

㊣

实践题

1.设应力张量场P=
2x+4y2 -3x2 0
-3x2 9xy-5y2 0
0 0 0

┌

└

┐

┘

，试分别求点A（4，2，1）和B（3，

2，1）处法向为n=1
3

（2i+j-2k）的面元上的应力矢量pn 及法应力分量pnn和切应力

分量pnt。

2.设某黏流的速度场为u=2y+3z，v=3z+x，w=2x+4y，该流体的黏度系数
为μ=0.008N·s/m2。求流场中任一点处的切应力。

3.已知黏性流体在圆管中做层流流动时的速度分布为vz=c（r2
0-r2），其中c为

常数，r0 是圆管半径，如图6.22所示。求：（1）单位长度圆管对流体的阻力；（2）在管
内r=r0/2处沿管轴方向每单位长度流体的内摩擦力。

4.已知不可压缩牛顿流体的速度场为u=y2，v=w=0。黏度系数μ为常数，原
点处p=p0，质量力不计，试求压强场和应力张量P。

5.两个无限大平行平板间充满不可压缩绝热黏性流体，如图6.23所示，下板固
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图6.22 题3图             图6.23 题5图

定不动，上板以速度u0=15cm/s在自身平面内运动，设黏度系数μ=0.01×10-5

N·s/cm2，两板间距离h=25cm。求每单位体积流体的内能增加率。

6.密度为ρ的液体在直径为D 的圆管中做定常运动，在入口截面1处流速v1 为

已知值，在截面2处的流速v2 与到管轴的距离R的关系是v2=vmax（1-4R2/D），两截
面处压强分别为p1 和p2，质量力不计。试求两截面间流体作用在管壁上的摩擦力。

7.证明：有势质量力作用下不可压缩黏性流体速度环量满足

dΓ/dt=-ν∮L（

Δ

×Ω）·dl

8.不可压缩黏性流体在两无界平行平板间做定常直线层流运动。如图6.24所
示，两板间距离h，下板固定，上板以常速U 沿自身的平面运动。试求流体中的速度分
布，讨论∂p/∂x=0，∂p/∂x＞0及∂p/∂x＜0三种情况下的速度分布，画出相应的示意图。

图6.24 题8图              图6.25 题9图

9.如图6.25所示，密度为ρ、黏度系数为μ的不可压缩黏性流体在重力场中沿
一倾角为α的无限大斜板做定常直线层流运动，流体层厚度h为常值，流体与空气接
触处压强为常数，该处的黏性切应力为零。试求：（1）流体内的速度场和压强场；（2）
流体对斜板的摩擦应力。

10.黏度系数为μ的不可压缩流体仅在压强差的作用下沿半径为a的无限长圆
管做定常轴对称流动，管内有一半径为b（b＜a）的无限长实心圆柱体，如图6.26所
示。求流体中的速度分布及内外壁面上受到的切应力。
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图6.26 题10图

11.斯托克斯的第二问题。一块无限大平板的上半空间充满静止不可压缩黏性
流体，从某时刻开始平板沿自身平面做u=Ucosωt的简谐振动，因而引起流体的非
定常运动。设流体的运动黏度系数为ν，质量力不计，求流体中的速度分布。

12.在来流速度是U∞ 且具有重力作用的常黏性不可压缩无限流场中，存在一个
线尺度为L的物体，该物体做周期为T的振动。试导出支配流体运动的无量纲方程，
并求进行模拟实验时的相似判据。

13.转轴在涂油的轴承中转动，设切向阻力R与轴的转动角速度、负重P、轴的直
径D以及润滑剂的黏度系数μ有关，试利用Π定理找出相应的无量纲量之间的关
系式。

14.小水滴在空气中下落时，随着速度增大所受到的黏滞阻力也增大，当速度达到
一定值时，作用于水滴的浮力、阻力和重力相平衡，水滴匀速下落。设空气密度为ρ，黏度
系数为μ，水滴密度为ρ1，半径为a，重力加速度为g，求水滴匀速下落时的速度。

图6.27 题15图

15.在平板黏度计中，待测黏度系数的不可
压缩黏性流体包含在两个圆盘间的柱状区域内，
如图6.27所示，一个圆盘固定在z=0的平面
上；另一个圆盘固定在z=h的平面上，并在外加
力矩M作用下以很小的匀角速度ω绕轴旋转。不
计重力，试证明流体的黏度系数μ可由公式μ=
2hM/（πωa4）计算。

16.设不可压缩定常流动的平壁面层流边界
层中，速度分布可表示为

u
U =a+bη+cη

2+dη
3， η= y

δ（x）

其中U =常数，a，b，c，d为待定常数。试求：（1）a，b，c，d的值，确定边界层内的速度分
布；（2）由雷诺数Rex =Ux/ν表示的边界层厚度、壁面应力τw、排挤厚度δ* 和动量

损失厚度θ。

17.若在不可压缩定常流动的平壁面层流边界层中，速度分布为

u
U =sinπη

2
， η= y

δ（x）
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其中U = 常数，试求边界层厚度δ、壁面应力τw、排挤厚度δ* 和动量损失厚度θ。

18.证明在二维湍流流动中，由于分子黏性引起的脉动动能转化为热能的动能耗
散率是

Df =ν ∂u′
∂x（ ）2+2 ∂v′

∂y（ ）2+ ∂v′
∂x（ ）2+ ∂u′

∂y（ ）2+2∂v′
∂x
∂u′
∂y[ ]

19.相距为2h的两平行平板间充满不可压缩黏性流体，流体在常压强梯度作用
下沿板面方向做定常湍流流动。由于对称性，只研究从下板到y=h的区域内的流
动，试利用卡门湍流相似理论，求该区域湍流核心区内时均速度的分布。设板面上切
应力为τω，y=h处切应力为零，时均速度具有最大值-umax，当y→0时，d-u/dy→∞。

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣㊣㊣㊣㊣㊣
㊣

㊣

㊣㊣

㊣

本章小结

黏性流体存在着两种完全不同的流动状态———层流和湍流。前者是一种层次分
明、互不干扰的流动，后者是一种无规则的、随机的不定常流动，具体的流动属于哪一
种状态，由雷诺数Re决定。本章讨论的是这两种流动的运动规律。

1.基本概念
（1）应力矢量pn 和应力张量P：黏性流体的应力矢量pn 不仅决定于作用点的位

置，而且还与作用面元的取向有关，它是位置矢量、面元法向n和时间的函数。因此，
流体中某一点的应力状态必须由一种新的物理量———应力张量P来描述。两者关
系为pn=n·P。

（2）本构关系：应力张量P与形变率张量S之间的关系成为本构关系，即

P=2μS+（-p+λ

Δ

·V）I
遵从这一规律的流体叫作牛顿流体，否则叫作非牛顿流体。本构关系是构成黏性流
体运动完备方程组的基础，亦是N-S方程成立的充要条件。

（3）注意区别ν

Δ

2u和μdu/dy：ν

Δ

2u为单位质量流体所受到的黏性力；μdu/dy为
单位面积流体所受到的黏性力，又叫切向应力。

（4）无滑移条件：V流 =V固壁，它包括了V1n =V2n（法向）和V1t =V2t（切向）。注
意区别理想流体中的滑移条件。

（5）黏性流动基本特性：流动有旋性、涡旋扩散性和能量耗散性是黏性流动的基
本特性。

（6）边界层概念与特征：普朗特将大雷诺数下的流场分为两个区域，一个是紧贴
壁面非常薄的区域，称为边界层；另一个是边界层以外的区域，称为外流区域。边界
层的三个主要特征为：①几何学特征，边界层很薄，即δ/L≪1；② 运动学特征，边界
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层内速度切变很大，流动强烈有旋，即∂u/∂y≫1；③ 动力学特征，边界层内黏性效应
明显，黏性力与迁移惯性力同量级，即V·

Δ

V ～ν

Δ

2V。

（7）边界层厚度：① 几何厚度δ，定义为u/Ue =99% 时对应的距壁面的垂直距

离，量级估算式为δ/l～1/㊣Re；②位移厚度δ* =∫
∞

0
（1-u/U）dy；③动量损失厚度

θ=∫
∞

0
（u/U）（1-u/U）dy。

（8）湍流基本特性：①随机性，湍流瞬时流场的物理量是空间和时间的随机函数；

②湍流动量和能量的输运性，湍流脉动是含有大量分子的流体微团的无规则运动，表
现为宏观的无规则运动，从而在流体中引起动量和能量的输运；③涡旋性，湍流中存
在大大小小的涡旋，是引起流速随时间不规则变化及产生流速脉动的根本原因。

（9）雷诺实验：Re＜Re**，流动处于稳定层流状态；Re**＜Re＜Re*，流动处于过
渡状态；Re＞Re*，流动处于不稳定状态。Re*和Re**分别称为上临界雷诺数和下临
界雷诺数。

（9）雷诺应力：-ρu′iu′j的物理实质是湍流脉动引起单位面积上的动量输运率。

2.基本理论
（1）黏性流体完备方程组
黏性流体基本方程为

连续性方程   ∂ρ∂t+

Δ

·（ρV）=0

动量方程    dV
dt=F+1

ρ

Δ

·P

能量方程    d
dt

e+V2

2（ ）=F·V+1
ρ

Δ

·（P·V）+q

上述方程适用于一般流体，但由于应力张量P有六个独立分量，方程组不完备。
将本构关系引入动量方程，得

dV
dt=F-1

ρ

Δ

p+1
3ν

Δ

（

Δ

·V）+ν

Δ

2V

这就是著名的N-S方程。对于不可压缩流体，当已知质量力F、密度ρ和黏性系数ν，连
续性方程与N-S方程构成完备方程组，可决定四个未知数u，v，w，p。

（2）小雷诺数流动近似解
小雷诺数流动是指速度缓慢、流动尺度小以及黏性大的一类流动。雷诺数

Re≪1反映了黏性力项ν

Δ

2V远大于迁移惯性力项（V·

Δ

）V，故可以将 N-S方程中
非线性项（V·

Δ

）V完全略去，得到线性的动量方程，可求其近似解。
（3）大雷诺数流动———边界层理论
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大雷诺数流动是指速度快、流动尺度大以及黏性小的一类流动。雷诺数Re≫1
反映了黏性力项ν

Δ

2V比迁移惯性力项（V·

Δ

）V 要小得多。若简单地略去黏性力
项，则黏性流体N-S方程将变为理想流体欧拉方程，后者的解不满足前者的边界条
件，将导致诸如达朗贝佯缪等问题。为解决这一难题，普朗特建立了边界层理论。边
界层方程主要包括普朗特边界层微分方程和卡门动量积分方程。前者主要特点：在
边界层内压强沿y方向保持不变，沿x方向的变化由外部势流决定；保留了非线性
项，但x的二阶偏导数项消失，相关数值计算更容易。后者主要特点：不会出现非线
性项，只要知道边界层动量厚度，就可以求壁面切应力分布，利于工程应用。

（4）相似理论与量纲分析
对于流体力学的研究除了采用理论方法和数值计算之外，还有重要的实验方法。

要使模型实验的结果有意义，就必须使模型流场与原型流场相似，从而使两种流动的
物理本质相同。

根据不同的流动特征，描述系统流动现象的特征量可以组成一系列无量纲数，称
为相似准则数，它们是两系统流动现象相似的判据。通过无量纲化方程：

Sr∂u
*
i

∂t* +u*
1
∂u*

i

∂x*
1

+u*
2
∂u*

i

∂x*
1

+u*
3
∂u*

i

∂x*
3

= 1
Frg

*
i -Eu∂p

*

∂x*
i

+ 1
Re
∂2u*

i

∂x*
1

2 +∂
2u*

i

∂x*
1

2 +∂
2u*

i

∂x*
3

2（ ）
可以获得两流体系统的相似准则数，它们是

Sr= L
UT =

特征局地惯性力
特征迁移惯性力

， Fr=U2

gL =
特征迁移惯性力
特征重力

，

Eu= p∞

ρU
2 =

特征气压梯度力
特征迁移惯性力

， Re=UL
ν =

特征迁移惯性力
特征黏性力

。

当物理方程（规律）未知时，不能用上述方程分析法求相似判据，可用量纲分析
法。量纲分析法的出发点是量纲齐次性原理，量纲分析的基本定理是Π定理。利用

Π定理求物理关系的步骤是：①列出所有相关的有量纲的物理量；②选取基本量，但
必须保持量纲的独立性；③组成无量纲量；④写出无量纲量的关系式。

（5）湍流理论
根据湍流的随机特性，统计方法是湍流问题研究的重要理论方法，即采用求平均

值的方法来研究物理量场的变化规律。为此，湍流的基本方程由两部分组成：时均流
方程和脉动流方程，两部分均包括连续性方程、动量方程和能量方程。

时均动量方程又称雷诺方程。由于雷诺应力张量有六个独立分量，加上时均速
度分量和时均压力，共十个未知函数，而雷诺方程和时均连续性方程合起来为四个，
必须建立雷诺应力和时均速度场之间的关系，才能构成时均流的完备方程组。所谓
湍流模式就是雷诺应力和时均速度场之间的某种关系，它分为零方程模式、一方程模
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式及二方程模式等。

3.基本方法
对于流动方向相互平行，速度梯度与速度垂直，N-S方程中的非线性项自动消失

时，可以求得平行平板或同心圆管间的层流流动问题的精确解。两种类型的精确解
是有压力梯度的泊肃叶流和无压力梯度的库埃特流。

精确解解题的一般步骤是：①分析流动特征；②选取合适的坐标系，列出封闭方
程组并根据流动特征进行简化，确定边界条件，不定常问题还应有相应的初始条件；

③将偏微分方程化为常微分方程并求其通解；④由边界条件和初始条件决定积分常
数，并对结果进行讨论。
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实践题参考答案

第1章

1.10-7，10-5，10-2，10，104；10-12，10-10，10-7，10-4，10-1；前者不能，后者
可以。

2.1.25×10-6m2/s，10-2N/m2，-10-2N/m2。

3.0，πμU/（2δ）。

4.0.7132N/m2。

5.μ≈0.9N·m2/s。

第2章

1.（a，b，c）；（1，1，1），（e-1，e，1）；（u，v，w）= （0，0，0），（ax，ay，az）= （0，0，0）；

（u，v，w）= （et，-e-t，0），（ax，ay，az）= （et，e-t，0）。

2.V =18i-12j，a=108i+72j。

3.a=15i+6j+0k。

4.-100/6Pa/h。

5.（u，v，w）= （xt，y/（t+1），0）。

6.u= （a+1）et-1，v= （b+1）et-1，w =0。

7.y=Cx，从原点出发（k＞0）或会聚于原点（k＜0）的射线族；xy=C，焦点在
直线y=±x上、以x轴和y轴为渐近线的等双曲线族；x2+y2 =C，以原点为中心的
一族同心圆；r=Cebθ/a，螺旋线族。

8.r=C1sinθ或x2+（y-C）2 =C2，中心在y轴上且过原点的圆族。

9.x=y-y2/2-1/2；
x= 3

2t-1
6t

3-4
3

y= 1
2t

2-1
2

㊣

╭

╰

。

10.速度场（1）、（4）和（5）满足。

11.v=-2axy。



12.w =3z。

13.（1）∂ρ
∂t+∂

（ρvr）
∂r +ρvr

r =0；（2）∂ρ
∂t+1

r2
∂（ρvrv2）
∂r =0；（3）∂ρ

∂t+1
r
∂（ρrvr）
∂r +

∂（ρvz）
∂z =0；（4）∂ρ

∂t+1
r
∂（ρvθ）
∂θ =0；（5）∂ρ

∂t+1
r
∂（ρvθ）
∂θ +∂

（ρvz）
∂z =0；（6）∂ρ

∂t+1
r2

∂（ρr
2vr）
∂r + 1

rsinθ
∂（ρvφ）
∂φ

=0。

14.（1）3.18m/s，12.74m/s，1.42m/s；（2）3.18m/s，21.23m/s，1.18m/s。

15.（1）0，-ak，0，0，a/2，不可压缩，有旋；（2）0，2ak，0，0，0，不可压缩，有旋；
（3）0，0，（2axy）/（x2+y2）2，-（2axy）/（x2+y2）2，a（y2-x2）/（x2+y2）2，不可压缩，
无旋。

16.（1）divV=0，Ω=a（xi-yj），不可压缩，有旋；（2）divV=0，Ω=-xti+ytj，
不可压缩，有旋；（3）divV=0，Ω=0，不可压缩，无旋；（4）divV=0，Ω=0，不可压缩，
无旋。

17.φ=ax（x2-3y2），Γ=2a。

18.提示：利用场论公式

Δ

（a·b）=a×（

Δ

×b）+b×（

Δ

×a）+（a·

Δ

）b+（b·

Δ
）a，取a=b=V。

19.u=ax，v=-ay；xy=C，焦点在直线y=±x上，以x轴和y轴为渐近线的
等轴双曲线。

20.ψ=axy，Q=2a。

21.φ=axy，ψ=a（y2-x2）/2，W =-iaz2/2。

22.ψ=-asinθ/r2 =-（2axy）/（x2+y2）2，W =a/z2。

23.（1）u= （ax+by）/（x2+y2），v= （bx-ay）/（x2+y2）或vr =a/r，vθ =-
b/r；（2）φ=alnr-bθ，ψ=aθ+blnr，等势线r=C1ebθ/a，流线r=C2e-aθ/b，均为螺旋
线；（3）Γ+iθ=-2πb+i2πa。

24.九个基本势流的叠加，分别是：z=±i处强度2π和z=±2i处强度4π的点
源，与z=±i处强度-2π和z=±2i处强度6π的点涡，以及z=0处偶极矩为-2π
的偶极子；8π；12π。

第3章

1.-（p0-ρgz）i，-（p0-ρgc/2）bci；（p0-ρgz）i，（p0-ρgc/2）bci；（p0-ρgz）j，

（p0-ρgc/2）acj；- （p0 -ρgz）j，- （p0 -ρgc/2）acj；- （p0 -ρgz）k，- （p0 -

ρgc/2）abk；p0k，p0abk，ρabcgk。
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2.136i-18j+890k（Pa）。

3.-0.108i+0.029j-10.015k（m/s2）。

4.提示：利用场论公式

Δ

φ·

Δ

φ=

Δ

·（φ

Δ

φ）-φ

Δ

2φ。

5.vr =b2b′/r2，p=p∞ -ρb
4b′2/（2r4）+ρ（2bb′2+b2b″）/r，pb =p∞ +ρ（3b′2+

2bb′）/2。

6.（1）∂ρ
∂t+∂

（ρu）
∂x =0，∂u

∂t+u∂u
∂x=-1

ρ
∂p
∂x

，p=kρ（k=RT）；

（2）∂
2u
∂t2 +∂u∂x

2u∂u
∂t+u2∂u

∂x（ ）=k∂
2u
∂x2。

7.（1）（x-Ut）2+（y-Vt）2+（z-Wt）2 =a2；
（2）（x-Ut）（u-U）+（y-Vt）（v-V）+（z-Wt）（w-W）=0。

8.ξ=ξ0cosωt，p=p0+ρω
2
ξ0（x-l/2）cosωt，其中ω2 =2p0/（ρla）。

9.ξ=ξ0cosωt，其中ω2 =g（sinα+sinβ）/l。

10.（1）2.42m/s；（2）2.42m/s；（3）2.57m/s。

11.小孔应开在距桶底H/2高度处。

12.提示：利用拉格朗日积分。

13.提示：利用积分形式连续性方程和伯努利方程。

14.V = 2g㊣ hth[ 2g㊣ ht/（2L）]。

15.h=Q2/（2gS2
B）≈46cm。

16.zB = （h/2）cos[（2g/l）1/2t]。

17.（5/3）aρU
2。

18.提示：采用极坐标形式的边界条件。

19.ρA（V1-U）2（1-cosθ）。

20.ρaV
2sinα，e= （a/2）cotα，a1 =a（1+cosα）/2，a2 =a（1-cosα）/2。

21.ρA（V0-at）2-ρlAa。

22.R= （p0+ρgb/2）ab，xR =a/2，yR =b/2+ρgb
2/[12（p0+ρgb/2）]。

23.p0 =4πGρ
2
0（a2/6-2βa

4/15+β
2a4/30）。

24.（1）3.75m；（2）MW =6547.5m·T，MR =135m·T，因为MW ≫MR，所以
坝是稳固的。

第4章

1.（1）i+j+k（s-1），y-x=const，y-z=const；（2）10-2m2·s-1；（3）㊣3×
10-2m2·s-1。
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2.-kab。

3.-π/2。

4.-6π。

5.（1）2kπ；（2）0。

6.提示：利用斯托克斯公式及涡管强度定义。

7.提示：利用斯托克斯公式及涡管强度定义。

8.（1）Ω= （Γ0/4πνt）e-r2/（4νt）；（2）Γ=Γ0[1-e-r2/（4νt）]；（3）略。

9.4πβa
2。

10.有旋；无旋。

11.提示：利用涡量方程（4.21）化简。

12.提示：利用皮叶克尼斯定理。

13.提示：利用皮叶克尼斯定理。

14.7.56m/s。

15.Γ（cosα1-cosα2）/（4πa）eθ；Γ/（4πa）eθ；Γ/（4πa）eθ。

16.Γa3/[2（a2+z2）3/2]k。

17.vr =0，vθ =ωr（r≤a），vθ =ωa2/r（r＞a）；p=p∞ -ρω
2a2[1-r2/（2a2）]

（r≤a）。

18.（1）两点涡以相同的速度沿垂直于其连线的方向平行移动；（2）两点涡绕其
速度连线延长线上强度较大的点涡一侧的“惯性中心C”旋转，惯性中心C距点涡（强
度较大者）距离为a=Γ1l/（Γ2-Γ1）；（3）惯性中心C在两点涡连线中点a=l/2；（4）
惯性中心C在两点涡之间，靠近强度较大者的距离为a=Γ1l/（Γ2+Γ1）。

第5章

1.15.04m/s；9.64s。

2.64.1m；6.41s。

3.（1）ζ=Cσ
g

chkhsinσtcoskx，a=Cσ
g

chkh；

（2）x= （2n+1）π
2k

，（n=0，±1，±2，…）；（3）σ2 =kgchkh；

（4）u=-Ckchk（z+h）cosσtsinkx，w =-Ckshk（z+h）cosσtcoskx，

shk（z+h）sinkx =const，x=x0-Ck
σ

chk（z0+h）sinσtsinkx0，

z=z0-Ck
σ

shk（z0+h）sinσtcoskx0 或
z-z0

x-x0
=-thk（z0+h）cotkx0；
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（5）p=p0-ρgz+chk（z+h）Ck
chk（z+h）σ

sinσtcoskx。

4.（1）ζ=-Cσ
g

sin（kx-σt），a=Cσ
g

；（2）x=σ
kt+nπ

k
，x=σ

kt+（2n+1）π
2k

，（n

=0，±1，±2，…），U=σ/k；（3）λ=2π/k，T=2π/σ；（4）σ2=kg，λ=gT2/（2π）；（5）u

=-aσekzsin（kx-σt），w =aσekzcos（kx-σt），ekzsin（kx-σt）=const，x =x0 -
aekz0cos（kx0-σt），z=z0-aekz0sin（kx0-σt）或（x-x0）2+（z-z0）2 =a2e2kz0；（6）p
=p0-ρgz-ρage

kzsin（kx-σt）。

5.φ=aσ
g
ekzsin（kx-σt）。

6.自由面波幅为a= [H/（2ρg）]ekd = [H/（2ρg）]eσ2d/g，圆频率为σ。

7.略。

8.有限不可压缩重力流体中的驻波，h为流体深度，m为波数，q为圆频率，B为与
波幅有关的常数，a= （Bq/g）chmh。

9.（1）0.943m/s；（2）3.14159m，5.5个；（3）0.472m/s。

10.略。

11.略。

12.U = Sg/㊣ b。

13.128cm/s。

14.略。

15.略。

16.略。

17.略。

第6章

1.-14.67j，-4.89，13.83；（17i-20j）/3，1.56，8.61。

2.0.024N/m2，0.04N/m2，0.056N/m2。

3.（1）R|r=r0 =-4πμcr
2
0；（2）R|r=r0/2 =-πμcr

2
0。

4.p=p0+2μx；P=
-2μx-p0   2μy    0

  2μy  -2μx-p0   0

  0      0  -2μx-p0

┌

└

┐

┘

。

5.d（ρe）/dt= （9/25）×10-9J/（cm3·s）。

6.0.25πD2（p1-p2-ρv
2
1/3）。
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7.提示：利用场论公式

Δ

2V =

Δ

（

Δ

·V）-

Δ

×（

Δ

×V）。

8.uU = y
h - h2

2μU
∂p
∂x

y
h

1-y
h（ ）；当∂p/∂x=0时，u= （U/h）y；当∂p/∂x＞0

时，速度分布廓线开口朝向x轴正向；当∂p/∂x＜0时，速度分布廓线开口朝向x轴负
向。

9.（1）u =- （ρgsinα/μ）（y2/2-hy），p =p0 +ρg（h-y）cosα；（2）pyx |y=0 =

ρghsinα。 
10.vz = （K/4μ）[R2-（a2-b2）lnR/ln（a/b）+（a2lnb-b2lna）/ln（a/b）]；

pRz|R=b=K
4

2b- a2-b2

bln（a/b）[ ]，pRz|R=a =K
4

2a- a2-b2

aln（a/b）[ ]，其中K=∂p∂z=常数。

11.u=Ue- ωy/（2ν㊣ ）cos[ωt- ωy/（2ν㊣ ）]。

12.Sr=L/（U∞T），Fr=U2
∞/（gL），Eu=p∞/（ρU

2
∞），Re=U∞L/ν。

13.R/P=Φ（μωD
2/P）。

14.U =2ga2（ρ1-ρ）/（9μ）。

15.提示：小Re数问题，采用柱坐标形式动量方程和边界条件求速度分布。

16.δ≈4.641x/ Re㊣ x，τw ≈0.323ρU
2/ Re㊣ x，δ* ≈1.740x/ Re㊣ x，θ≈0.646x/

Re㊣ x。

17.δ≈4.795x/ Re㊣ x，τw ≈0.328ρU
2/ Re㊣ x，δ* ≈1.743x/ Re㊣ x，θ≈0.655x/

Re㊣ x。

18.略。

19.-u=V*

κ 1-y/㊣ h+ln1- 1-y/㊣ h（ ）[ ]+-umax，其中V* = τω/㊣ ρ，κ为卡

门常数。
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附录A 矢量分析概述

A1 标量场和矢量场及其几何描述

（1）标量场和矢量场
某种物理量在空间或一部分空间的分布，叫作该物理量场。例如，气压、温度和

速度在空间的分布，分别称为气压场、温度场和速度场。
如果形成场的物理量是标量，则称该物理量场为标量场；如果形成场的物理量是

矢量，则称该物理量场为矢量场。例如，气压场和温度场就是标量场，而速度场则是
矢量场。

在直角坐标系中，物理量场常表示为位置坐标（x，y，z）和时刻t的函数，称为场
函数，一般表示为

f=f（x，y，z，t）=f（r，t） （A.1）
式中，r是场中任一点M（x，y，z）对坐标原点的矢径。

如果某物理量f在场中的分布不随时刻而变，即在场中各点处∂f/∂t=0，则称该
物理量场为定常场或稳定场，此时场函数表示为f=f（r）。

（2）标量场和矢量场的几何描述
设有标量场φ=φ（x，y，z，t），为了讨论它在指定时刻t的空间分布情况，在场中

将物理量φ相等的各点连成曲面，即

φ（x，y，z，t）=C （A.2）
这些曲面叫作指定时刻该标量场的等值面。例如，气压场中的等压面、温度场中的等
温面和电势场中的等势面，都是相应标量场的等值面。

为了直观地反映某一时刻t矢量场a=a（x，y，z，t）在空间的分布情况，在场中
绘制一系列曲线，使曲线上每一点处的切线方向恰与这点处矢量a的方向重合，这样
的曲线叫作矢量场a的矢量线。例如，流场中的流线和电场中的电力线，就分别是速
度场和电场强度的矢量线。

如图A.1所示，M（x，y，z，t）为矢量线上的任一点，在指定时刻t，该点处的矢量
可表示为

a=axi+ayj+azk
令Δr=Δxi+Δyj+Δzk表示矢量线上的两点M′和M 矢径之差，当M′→M时，它



图A.1 矢量线

表示为

dr=dxi+dyj+dzk
其方向沿 M 点处矢量线的切线方向。根据矢量线定义

a∥dr，从而

a×dr=0

或 dx
ax（x，y，z，t）= dy

ay（x，y，z，t）= dz
az（x，y，z，t） 

（A.3）

这就是矢量线应满足的微分方程组，其中t是参数，积分
时可看作常数。

由矢量线所组成的曲面，叫作矢量面，如果矢量面是
一管状曲面，则称它为矢量管。

A2 梯度、散度和旋度

（1）标量场梯度和方向导数
标量场φ（x，y，z，t）在指定时刻t在点M（x，y，z）处的梯度是一个矢量，它的方

向沿该处φ的等值面的法线方向并指向φ增加的一侧，它的大小等于φ沿该方向的增
加率，记作gradφ，即

gradφ=∂φ∂n
n （A.4）

  在直角坐标系xyz中，梯度gradφ的解析表达式为

gradφ=∂φ∂x
i+∂φ∂yj+∂φ∂z

k （A.5a）

若引入矢量微分算符

Δ

=i∂
∂x+j∂∂y+k∂

∂z
，则式（A.5a）又可写成

gradφ=

Δ

φ （A.5b）
标量场的梯度，描述了该标量场在指定时刻在给定点处的分布状态。如果在场中

各点处gradφ=0，即∂φ/∂x=0，∂φ/∂y=0，∂φ/∂z=0，则称该标量场为均匀场，此时

φ=φ（t）。
在指定时刻t，标量场φ（x，y，z）在点M（x，y，z）处沿某方向l的方向导数∂φ/∂l，

描述了φ在该点处沿该方向的分布状态，它等于梯度在此方向的投影，即

∂φ
∂l= （gradφ）l =l·

Δ

φ= （l·

Δ

）φ （A.6）

在指定时刻t，标量场φ对空间的全微分可表示为

δφ=∂φ∂x
dx+∂φ∂y

dy+∂φ∂z
dz=dr·

Δ

φ （A.7）
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（2）矢量场散度
矢量场a（x，y，z，t）在指定时刻t在点M（x，y，z）处的散度是一个标量，它等于

矢量场a通过包围该点的封闭曲面σ的通量与σ所围体积τ之比在τ→0时的极限，
即等于矢量场a通过该点处的单位体积封闭曲面的通量，记作

diva=lim
τ→0

∮σ
andσ

τ =lim
τ→0

∮σ
a·dσ

τ
（A.8）

矢量场的散度，描述了指定时刻给定点处由矢量场随空间的分布所决定的辐散
程度。如果在场中各点处diva=0，则称矢量场为无散场。

在直角坐标系xyz中，矢量场的散度可表示为

diva=∂ax

∂x +∂ay

∂y +∂az

∂z
（A.9a）

利用矢量微分算符

Δ

，有

diva=

Δ

·a （A.9b）
（3）拉普拉斯量
标量场φ（x，y，z，t）的梯度gradφ是一个矢量场，可以对它施行求散度的运算，因

为

gradφ=∂φ∂x
i+∂φ∂yj+∂φ∂z

k

利用式（A.9a），得

div（gradφ）=∂
2φ
∂x2 +∂

2φ
∂y2 +∂

2φ
∂z2 （A.10a）

或

Δ

·

Δ

φ=

Δ

2φ≡Δφ （A.10b）

并称为标量场φ的拉普拉斯量，其中Δ≡

Δ

2= ∂2

∂x2+∂
2

∂y2+∂
2

∂z2 称为拉普拉斯算符，

方程

Δ

2φ=0 （A.11）
称为拉普拉斯方程，这是一个二阶线性齐次偏微分方程，它的解叫作调和函数。

将a=

Δ

φ带入式（A.8），并利用式（A.6），得

Δ

2φ=lim
τ→0

∮σ

∂φ
∂n

dσ

τ
（A.12）

矢量场a的拉普拉斯量

Δ

2a是一个矢量，在直角坐标系xyz中，它的分量等于矢量a
各分量的拉普拉斯量，即

Δ

2a=

Δ

2axi+

Δ

2ayj+

Δ

2azk （A.13）
（4）矢量场旋度
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矢量场a（x，y，z，t）在指定时刻t在点M（x，y，z）处的旋度是一个矢量，它的大
小等于沿该点处的面元周界上矢量a的环量与面元面积之比的极限的最大值，即等
于沿该点处单位面积面元周界上矢量a的环量的最大值，它的方向就是使上述比值
的极限取最大值的面元法线方向，记作

rota= nmaxlim
σ→0

∮L
a·dl

σ（ ）nm （A.14）

式中，括号内的量表示面元的法线n取任意方向时极限lim
σ→0

1
σ∮L

a·dl的最大值，nm 表

示上述极限取最大值时面元σ的法向单位矢量。
旋度沿任意方向n的投影，等于a沿以该方向为法向的单位面积面元周界上的

环量，即

rotna=lim
σ→0

∮L
a·dl

σ
（A.15）

根据上面定义，在指定时刻场中某点处矢量场的旋度，也就是该时刻该点处矢量
场的最大环量密度，它描述了该时刻该点处由矢量场随空间分布所决定的涡旋强度。
如果在场中各点处rota=0，则称矢量场a为无旋场。

在直角坐标系xyz中，矢量场a的旋度可表示为

rota= ∂az

∂y -∂ay

∂z（ ）i+ ∂ax

∂z -∂az

∂x（ ）j+ ∂ay

∂x -∂ax

∂y（ ）k

=

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax ay az

=

Δ

×a （A.16）

（5）矢量微分运算公式

① 对两个物理量场乘积的矢量微分运算公式

（a）

Δ

φψ（ ）=ψ

Δ

φ+φ

Δ

ψ
（b）

Δ

· φa（ ）=a·

Δ

φ+φ

Δ

·a
（c）

Δ

× φa（ ）=φ

Δ

×a+

Δ

φ×a
（d）

Δ

（a·b）=a×（

Δ

×b）+b×（

Δ

×a）+（a·

Δ

）b+（b·

Δ

）a
（e）

Δ

·（a×b）= （

Δ

×a）·b-（

Δ

×b）·a
（f）

Δ

×（a×b）=a（

Δ

·b）-（a·

Δ

）b+（b·

Δ

）a-b（

Δ

·a）

② 对物理量场的两次矢量微分运算公式

（a）

Δ

·

Δ

φ=

Δ

2φ
（b）

Δ

×

Δ

φ=0

452 流体力学基础与应用



（c）

Δ

·（

Δ

×a）=0
（d）

Δ

×（

Δ

×a）=

Δ

（

Δ

·a）-

Δ

2a
（e）

Δ

（

Δ

·a）=

Δ

×（

Δ

×a）+

Δ

2a
（f）

Δ

2（φψ）=ψ

Δ

2φ+2

Δ

φ·

Δ

ψ+φ

Δ

2
ψ

例A.1 设F=F（φ），φ=φ（x，y，z，t），证明：gradF（φ）=F′（φ）gradφ。

证明：  gradF（φ）=F′（φ）∂φ
∂x
i+F′（φ）∂φ

∂yj+F′（φ）∂φ
∂z
k

=F′（φ）∂φ
∂x
i+∂φ∂yj+∂φ∂z

k（ ）
=F′（φ）gradφ

例A.2 证明：（a·

Δ

）a=1
2

Δ

a2-a×（

Δ

×a）。

证明：利用矢量微分运算公式①中式（d），令a=b，得

Δ

（a·a）=2a×（

Δ

×a）+2（a·

Δ

）a

即 1
2

Δ
a2 =a×（

Δ
×a）+（a·

Δ
）a

所以 （a·

Δ

）a= 1
2

Δ

a2-a×（

Δ

×a）

A3 积分关系式

（1）高斯公式
若空间区域τ的边界曲面σ是光滑的（或分片光滑的），标量场函数φ（x，y，z，t）

和矢量场函数a（x，y，z，t）的各分量在指定时刻t在闭区域τ=τ∪σ上连续，在t内
具有对x，y，z的连续偏导数，n为曲面σ上面元dσ的外法向单位矢量，则有

∫τ

∂φ
∂x

dτ=∮σ
cos（n，x）φdσ， ∫τ

∂φ
∂y

dτ=∮σ
cos（n，y）φdσ， ∫τ

∂φ
∂z

dτ=∮σ
cos（n，z）φdσ

（A.19）

∫τ

Δ

·adτ=∮σ
n·adσ=∮σ

a·dσ （A.20）

∫τ

Δ

φdτ=∮σ
nφdσ （A.21）

∫τ

Δ

×adτ=∮σ
n×adσ （A.22）
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（2）斯托克斯公式
若光滑曲面σ的边界为光滑曲线L，矢量场函数a（x，y，z，t）的各分量在指定时

刻t在σ∪L上连续，在σ内具有对x，y，z的连续偏导数，则有

∮L
a·dl=∫σ

（

Δ

×a）·dσ=∫σ
rota·ndσ （A.23）

式中，n是曲面σ上面元dσ的法向单位矢量，其指向与封闭曲线L正向的关系遵从右
手法则。

特别地，在xy平面上，有

∮L
axdx+aydy=∫Sz

∂ax

∂x -∂ay

∂y（ ）dxdy （A.24）

式中，L为平面区域Sz 的边界，式（A.24）称为格林（Green）公式。

例A.3 如果V=

Δ

φ，且

Δ

·V=

Δ

2φ=0，证明：∫τ
V2dτ=∮σ

φ∂φ∂n
dσ。

证明：利用矢量微分运算公式①中式（b），令a=

Δ

φ，并注意

Δ

·V=0，得

Δ

·（φ

Δ

φ）=

Δ

φ·

Δ

φ
再利用高斯公式（A.20），得

∫τ
V2dτ=∫τ

Δ

φ·

Δ

φdτ=∫τ

Δ

·（φ

Δ

φ）dτ=∮σ
φ

Δ

φ·ndσ=∮σ
φ∂φ∂n

dσ

A4 矢量式和标量式

（1）无旋场及其标量势
如果矢量场a（x，y，z，t）的各分量在一维单连通空间区域Ω内对x，y，z有连续

偏导数，则以下五种说法是彼此等价的，即由其中之一可推其余：

① 矢量场a是无旋场，即在任意时刻，在区域Ω内rota=0；

② 矢量场a沿Ω 内任一封闭曲线L 的环量恒等于零，即∮L
a·dl=0；

③ 矢量场a沿Ω内任一曲线l的环量∮L
a·dl与曲线的路径无关，只与端点位置

和时刻t有关；

④ 矢量场a是有势场，即存在一个标量场φ（x，y，z，t）使a=gradφ，称标量场

φ（x，y，z，t）为无旋场a的标量势，简称势，已知a，求φ的公式为

φ（x，y，z，t）=φ（x0，y0，z0，t）+∫
x，y，z

（x0，y0，z0）
axdx+aydy+azdz （A.25）

⑤axdx+aydy+azdz是某一标量场函数φ（x，y，z，t）对空间的全微分，即axdx+
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aydy+azdz=δφ，φ（x，y，z，t）就是矢量场a的标量势。
（2）无散场及其矢量势
如果矢量场a（x，y，z，t）的各分量在二维单连通区域Ω内对x，y，z有连续偏导

数，则以下三种说法是彼此等价的：

① 矢量场a是无散场，即在任意时刻，在区域Ω内diva=0；

② 在任意时刻，矢量场a通过Ω内任一封闭曲面σ的通量等于零，即∮σ
a·ndσ=0；

③ 矢量场a通过Ω内任一曲面σ的通量∫σ
a·ndσ只由它的周界L决定，而与曲

面形状无关。
容易证明，如果矢量场a是无散场，则在任一时刻，通过同一矢量管不同截面的a

的通量彼此相等。由此可以进一步证明，在无散场中，矢量线和矢量管都不可能产生
和消失，只能起止于边界或自成封闭回线和封闭环。因此，无散场又称为管式场。

按照矢量微分运算公式 ② 中式（c），对于任何一个矢量场A（x，y，z，t）恒有

divrotA=0，即由任一矢量场A所产生的旋度场rotA是无散场。反过来也可以证明，
如果矢量场a是二维单连通区域Ω的无散场，则存在一个矢量场A满足a=rotA，称
矢量场A（x，y，z，t）为无散场的矢量势。

显然，一个给定的无散场a的矢量势不是唯一的。事实上，若A（x，y，z，t）满足

rotA=a，则对于任一标量场函数ψ（x，y，z，t），A′=A+gradψ也满足rotA′=rotA+
rotgradψ=a。

已知无散场a求其矢量势A的问题，是一个求解方程

Δ

×A=a的问题，为了求得
确定的矢量势A，需附加一定的条件，例如

Δ

·A=0。事实上，若A1满足a=

Δ

×A1，
但

Δ

·A1 ≠0，可取A =A1 +

Δ

ψ为矢量势，其中ψ满足

Δ

2
ψ=-

Δ

·A1，此时便有Δ

·A=

Δ

·A1+

Δ

2
ψ=

Δ

·A1-

Δ

·A1 =0。
现在求同时满足

Δ

×A=a和

Δ

·A=0的矢量场A，为此，令

Δ

×a=ω，则有

Δ

×（

Δ

×A）=ω
利用矢量微分运算公式②中式（d），有

Δ

（

Δ

·A）-

Δ

2A=ω
考虑附加条件

Δ

·A=0，便得

Δ

2A=-ω
这是一个矢量形式的泊松方程，它的解为

A（x，y，z，t）= 1
4π∫Ω

ω（ξ，η，ζ，t）
r dτ （A.26）

式中，r= [（x-ξ）2+（y-η）2+（z-ζ）2]1/2，dτ=dξdηdζ，积分时x，y，z，t看作参
数。
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附录B 笛卡儿张量简介

要确定一个客观存在的物理量，首先要规定一种单位制作为测量的基准，对于某
些物理量来说，如果在规定的单位制下，将测量结果用一个数来表述就足够了，这些
物理量就称为标量。然而对另一些物理量来说，只用一个数来描述是不够的，还须指
出其空间方向，这些物理量就是矢量。在三维空间中，取定坐标系后，一个矢量由三
个有序实数来确定，这三个实数就是该矢量在坐标系中的分量。

除了标量和矢量以外，还有一些更复杂的物理量。例如，在取定单位制和坐标系
后，流场中某点处的形变状态和应力状态，都需要九个数才能描述，而描述应力分布
的不均匀程度，则需要27个数，如此等等。为了描述更复杂的物理量，人们引入了张
量的概念。张量是标量和矢量的推广，而标量和矢量可以看作张量的特殊情形。

这里，仅介绍张量的一些基本知识，并限于三维欧几里得（Euclidean）空间中正
交笛卡儿（Cartesian）坐标系下的张量，又称为笛卡儿张量，简称张量。

图B.1 单位基矢量

B1 笛卡儿张量概念

（1）坐标变换（指标与求和符号的约定）
一个物理方程是物质运动的某种客观规

律的描述，应在坐标变换下保持有效，因此，尽
管同一矢量或张量在不同坐标系中的分量是

不同的，但是，它们之间必然遵从一定的变换
关系。设 i1，i2，i3 是 正 交 笛 卡 儿 坐 标 系

x1x2x3 中的单位矢量，-i1，-i2，-i3 是同原点的另

一正交笛卡儿坐标系-x1-x2-x3 中的单位矢量，
如图B.1所示。显然，两组基矢量之间的变
换关系为

-i1 =α11i1+α12i2+α13i3

-i2 =α21i1+α22i2+α23i3

-i3 =α31i1+α32i2+β33i3

㊣
╭

╰

（B.1a）

即 -ii =∑
3

j=1
αijij（i=1，2，3） （B.1b）



其中 αij =-ii·ij =cos（-ii，ij） （i，j=1，2，3） （B.2）
而矩阵αij 是正交方阵，满足

∑
3

j=1
αikαjk =-ii·-ij =δij =

1 i=j
0 i≠j{ （B.3）

式中，δij称为克罗内克-得尔塔（Kronecker-delta）。矢径r在两个坐标系中的解析表
达式分别为

r=∑
3

j=1
ijxj 和  r=∑

3

j=1

-ij-xj

因 ∑
3

j=1

-ij-xj =∑
3

j=1
ijxj （B.4）

上式两边点乘-ii，得

∑
3

j=1
δij-xj =∑

3

j=1
αijxj （i=1，2，3）

即 -xi =∑
3

j=1
αijxj （i=1，2，3） （B.5a）

式（B.5a）就是两个正交笛卡儿坐标系之间的变换公式，如果在式（B.4）两边点
乘ii，则得逆变换公式为

xi =∑
3

j=1
αij-xj （i=1，2，3） （B.6a）

对于任何一个自由矢量，总可以把它平移到使矢量线段的起点与坐标原点重合，
因此，对矢径分析得出的结论，同样适用于一切自由矢量。设矢量在两个坐标系中的
分量分别为a1，a2，a3 和-a1，-a2，-a3，则它们之间的变换关系为

-ai =∑
3

j=1
aijaj （i=1，2，3） （B.7a）

ai =∑
3

j=1
aij-aj （i=1，2，3） （B.8a）

在张量理论中，经常会遇到类似（B.1a）和（B.8a）等的表达式，尽管已经把式
（B.1a）缩写为式（B.1b），但是仍然不够简洁。为了使书写更加简洁，把“（i=1，2，

3）”和求和符号省去，即做如下约定：

① 某字母指标在一项中出现一次时，表示该指标从1取到3（n维空间中是从1
取到n）；

② 同一字母指标在一项中出现两次时，表示该指标从1取到3（n维空间中是从1
取到n）求和。

例如，坐标系x1x2x3可简述为坐标系xi，在取定的坐标系下，矢量a完全由它的
分量a1，a2，a3 决定，因此，可简单地用ai 表示矢量a，φ（xi，t）表示场函数φ（x1，x2，
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x3，t），而∂φ/∂xi表示梯度

Δ

φ，∂2φ/∂xi∂xi表示拉普拉斯量∂2φ（不能写成∂2φ/∂x2
i），

∂ai/∂xi表示散度

Δ

·a，等等。
按照约定，式（B.1b）可简写为

-ii =αijij （B.1c）
而式（B.5a）～（B.8a）则分别简写为

-xi =αijxj （B.5b）

xi =αij-xj （B.6b）

-ai =αijxj （B.7b）

ai =αij-aj （B.8b）
重复出现的指标称为哑标或和标，单独出现的指标称为自由标，哑标字母可以任

意改变，例如，a·b=aibi =ajbj，都表示a1b1+a2b2+a3b3。

例B.1 定义排列记号

εijk =
1 i，j，k是1，2，3的正轮换

-1 i，j，k是1，2，3的反轮换

0 i，j，k中至少有两个取相同值
㊣
╭

╰

（B.9）

试证明：① a×b（ ）i=εijkajbk；② a×b（ ）·c=εijkaibjck。
证明：①   ε1jkajbk =ε111a1b1+ε112a1b2+ε113a1b3+ε121a2b1

+ε122a2b2+ε123a2b3+ε131a3b1+ε132a3b2+ε133a3b3

=a2b3-a3b2

=（a×b）1
同理    ε2jkajbk =a3b1-a1b3=（a×b）2，ε3jkajbk=a1b2-a2b1 = （a×b）3
综合上述结果，有

（a×b）i =εijkajbk

矢量a可表示为a=ai，甚至简单地写成a=ai，因此，上式可写成

a×b=εijkajbk

从而矢量场的旋度可表示为

Δ

×a=εijk
∂ak

∂xj

②（a×b）·c=（a×b）ici=εijkajbkci=εjkiajbkci将指标j换成i，k换成j，i换成

k，得
（a×b）·c=εijkaibjck

例B.2 试证明：①

Δ

·（φa）=a·

Δ

φ+φ

Δ

·a；②

Δ

×（φa）=φ

Δ

×a+

Δ

φ×a。
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证明：①

Δ

·（φa）=∂
（φai）
∂xi

=ai
∂φ
∂xi

+φ∂ai

∂xi
=a·

Δ

φ+φ

Δ

·a

②

Δ

×（φa）=εijk
∂（φak）
∂xj

=εijkφ∂
ak

∂xj
+εijk

∂φ
∂xj

ak =φ

Δ

×a+

Δ

φ×a

（2）笛卡儿张量的定义
利用前面得出的变换公式并加以推广，可以给出张量的定义，并把矢量和标量统

一在张量的概念之中。
定义1 一阶笛卡儿张量（又称笛卡儿矢量） 若在笛卡儿坐标系xi中有3个量

ai，在坐标变换

-xi =aijxj （或逆变换xi =aij-xj）
下，遵从变换公式

-ai =aijaj （或逆变换ai =aij-aj）
则3个量ai定义一个新量a，并称它为三维空间中的笛卡儿矢量或一阶笛卡儿张量，
记作

a=ai 或简记为  a=ai （B.10）

3个量ai称为矢量a在坐标系xi中的分量，而3个量-ai则是同一矢量在坐标系-xi中

的分量。
定义2 二阶笛卡儿张量 若在笛卡儿坐标系xi 中有3个量aij，在坐标变换

（B.5）下，遵从变换公式

-aij =αilαjmαlm （或逆变换式aij =αilαjm-αlm） （B.11）
则32 个量aij 定义一个新的量a，并称它为三维空间中的二阶笛卡儿张量，记作

a=aij 或简记为  a=aij （B.12）

32 个量aij称为张量a在坐标系xi中的分量，而32个量-aij是同一张量在坐标系-xi中

的分量。
矢量a可用它的分量表示为行矩阵和列矩阵ai，二阶张量a则可用它的分量表示

为一个方阵aij，利用单位基矢量ii，矢量a可表示为a=iiai，仿此，二阶张量可表示为

a=iiai （B.13）
其中 ai =aijij

它是矩阵a的行矢量，从而有

a=iiijaij （B.14）
式（B.13）右端是三项并矢之和，而式（B.14）右端是九项并矢之和。两个矢量的并矢
定义一个二阶张量，可由两个矢量的分量按矩阵乘法组成，例如

ab=

a1

a2

a3

┌

└

┐

┘

[b1 b2 b3]=

a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

┌

└

┐

┘
=aibj
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定义3 r阶笛卡儿张量  若在笛卡儿坐标系中有3r个量ai1i2…ir
，在坐标变换

（B.5）下，遵从变换公式

-ai1i2…ir =αi1j1αi2j2
…αirjraj1j2…jr

（B.15）
或逆变换

ai1i2…ir =αi1j1αi2j2
…αirjr-aj1j2…jr

则3r个量ai1i2…ir
，定义一个新的量a，并称它为三维空间中r阶的笛卡儿张量，记作

a=ai1i2…ir
（B.16）

3r个量ai1i2…ir
，称为张量a在坐标系xi中的分量，而3r个量ai1i2…ir

是同一张量在坐标

系xi中的分量。
由于张量可用它的分量简单表示，可以直接称ai为矢量，aij 为二阶张量，ai1i2…ir

为r阶张量。
定义4 零阶张量（又称标量） 若在坐标系xi 中有1个（30 个或n0 个）量

f（xi），在任何坐标变换-xi =-xi（xi）下保持不变，即

f（-xi）=f（xi） 或记为  -f=f （B.17）
则称这个量为标量或零阶张量。

（3）几种特殊张量

①单位张量
容易证明，克罗内克δij 函数组成一个二阶张量，事实上，根据定义，δij 与坐标系

无关，对于坐标系xi中的δij 和-xi中的-δij，恒有δij =-δij，而另一方面

αilαjmδlm =αilαjl =δij

所以 -δij =αilαjmδlm

表明32 个量δij 遵从变换公式（B.11），因此，它们组成一个二阶张量，此张量可记为

I=δij =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

┌

└

┐

┘

（B.18）

并称它为单位张量，它也可用并矢表示为

I=i1i1+i2i2+i3i3 （B.19）

② 零张量

全部分量都等于零的张量称为零张量，记为0。显然，零张量确实遵从张量的变
换关系式。因此，如果一个张量在某坐标系中为零张量，则它在任何坐标系中都是零
张量。

③ 对称张量和反对称张量

如果变换一个张量分量的某两个指标时，其值不变，则称该张量关于这两个指标
是对称的；如果交换一个张量的分量的某两个指标时，其绝对值不变，但符号改变，则
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称该张量关于这两个指标是反对称的。特别是对于一个二阶张量aij，如果

aij =aji

则称为二阶对称张量，如果

aij =-aji

则称为二阶反对称张量。
显然，一个二阶对称张量只有6个独立分量，一个二阶反对称张量只有3个独立

分量。如果aij是二阶反对称张量，则有

a11 =0， a22 =0， a33 =0
a12 =-a21 =-ω3， a13 =-a31 =-ω2， a23 =-a32 =-ω1

即 aij =-εijkωk

所以 aij =

0 -ω3 -ω2

ω3 0 -ω1

ω2 ω1 0

┌

└

┐

┘
其中3个量ωi定义一个本征变换（保持右手系的变换或保持左手系的变换）下的矢
量，称这样的矢量为伪矢量。因此，在坐标变换-xi =αijxj下，有

-aij =αilαjmalm =-αilαjmεlmnωn

再由-ii×-ij=±-ik（i，j，k是1，2，3的轮换），得

εlmnαilαjm =±αkn

所以 -aij =-（±αknωn）
另一方面，-aij 仍是反对称的，有

-aij =-εijk-ωk =--ωk

从而 -ωk =±αknωn

式中，右端在本征变换下取正号，反之取负号。上式说明，3个量ωk 定义一个伪矢量。

B2 张量的代数运算

（1）两张量相等、两张量的和与差
定义1 两张量相等 设a=ai1i2…ir

，b=bi1i2…ir
是两个r阶张量，如果它们的分

量对应相等，即

ai1i2…ir =bi1i2…ir

则称这两个张量相等，记作a=b。
定义2 两张量和 两个同阶张量诸对应分量之和所组成的张量，称为这两个

张量的和。例如，对于两个r阶张量a=ai1i2…ir
及b=bi1i2…ir

，它们的和为

a+b=ai1i2…ir +bi1i2…ir
（B.20）
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定义3 两张量差 两个同阶张量诸对应分量之差所组成的张量，称为两个张
量的差。例如对于两个r阶张量a=ai1i2…ir

及b=bi1i2…ir
，它们的差为

a-b=ai1i2…ir -bi1i2…ir
（B.21）

显然，如果两个张量相等，则它们的差是一个同阶的零张量，反之亦然。
定理1 一个张量可以分解为对称张量与反对称张量之和，而且这种分解是唯

一的。
证明：仅就二阶张量的情形加以证明。设tij为二阶张量，可分解为对称张量sij和

反对称张量aij 之和，即

tij =sij +aij （B.22）
其中 sij =sji，aij =-aji

只要具体求出sij 和aij 的唯一确定的表达式，该定理得证。事实上，由

tij =sij +aij

交换两下标的次序，并利用式（B.22），得

tji =sij -aij

由以上两式得

sij = 1
2

（tij +tji）

aij = 1
2

（tij -tji）
㊣

╭

╰

（B.23）

定理得证。
（2）张量的缩并、两张量的简单乘积和内积
定义4 张量缩并 在一个r（r≥2）阶张量中，取某两个指标相等，并按此指标

从1取到3（n维空间中是从1取到n）求和的运算，叫作该张量对这两个指标的缩并。
缩并的结果，得到一个r-2阶张量。

例如，二阶张量aij的缩并aii=a11+a22+a33是一个标量，称为张量aij的不变量。
定义5 两张量简单乘积 一个r阶张量a=ai1i2…ir

与一个s阶张量b=bj1j2…js

的简单乘积（或简称乘积）是一个r+s阶张量，它的分量由这两个张量的分量相乘而
得，即

ab=ai1i2…irbj1j2…js
（B.24）

例如，标量λ与r阶张量a=ai1i2…ir
的乘积λa=ai1i2…ir

仍是一个r阶张量。矢量

a=ai与矢量b=bj的乘积ab=aibj是一个二阶张量，这就是前面提到的并矢。矢量

a与二阶张量b的乘积ab=aibj是一个三阶张量。两个二阶张量a=aij和b=bkl的

乘积ab=aibj是一个四阶张量。注意，两张量的乘积一般不遵从交换律。
定义6 两张量内积 两张量的内积是它们的简单乘积对分别属于两张量的指
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标的缩并。

例如，二阶张量a=aij与矢量b=bk 有两个内积，分别为aijbj=a·b和aijbi=

biaij=b·a，它们都是矢量。二阶张量a=aij，b=bkl有四个内积，其中aijbjl=a·b
和aijbki=bkiaij=b·a都是二阶张量，还可以进行一次缩并而得标量，其结果称为原

两张量的二次内积，记作a：b=aijbji=bjiaij=b：a。
（3）张量识别定理（商法则）
直接利用定义来判定所给的一组量是否组成一个张量是比较麻烦的。下面的定

理将简便地解决这个问题。
定理2 张量识别定理（商法则） 设坐标系xi中有3r个量ai1i2…ir

，bi1i2…is
是任

意一个s阶张量，如果两者的简单乘积ai1i2…irbi1i2…is
是一个r+s阶张量，或者两者的

内积如ai1i2…irbi1i2…is
是一个r+s-2阶张量，则3r个量ai1i2…ir

定义一个r阶张量。

证明：为简单计，这里只证相应的简单命题，即对于坐标系xi中的3r 个量aij 和

任意矢量bk，如果简单乘积aijbk是三阶张量，或者内积aijbj是矢量，则3r个量aij 定

义一个二阶张量。

先证明第一种情况。由于aijbk 是三阶张量，bk 是任意矢量，则在坐标变换-xi =

αijxj下，有

-aij-bk =αilαjmαknαlmbn =αilαjmαlm-bk

即 （-aij -αilαjmαlm）-bk =0
由于bk 是任意矢量，可取该矢量使-bk 为非零的，因此，由上式得

-aij =αilαjmαlm

表明aij 遵从二阶张量的变换式，所以它们定义一个二阶张量。

再证明第二种情况。由于aijbj 是矢量，bj 是任意矢量，则在坐标变换-xi =αijxj

下，有

-aij-bj =αikaklbl =αikakl（αjl-bj）

即 （-aij -αikαjlakl）-bj =0
由-bj的任意性得

-aij =αikαjlαkl

表明32 个量aij 定义一个二阶张量，证毕。

利用上述定理容易验证一组量是否定义一个张量。例如，对任意矢量ai，有ai =

δijaj，所以δij定义一个二阶张量，这就是单位张量。又如，对于任何矢量场ai=ai（xj）

和任意坐标微分dxj，有dai =∂ai/∂xjdxj，由于dai和dxj都是矢量，所以∂ai/∂xj定

义二阶张量，称为矢量场a（r）的导数张量，记作
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da
dr=∂ai

∂xj
=

∂a1

∂x1
 ∂a1

∂x2
 ∂a1

∂x3

∂a2

∂x1
 ∂a2

∂x2
 ∂a2

∂x3

∂a3

∂x1
 ∂a3

∂x2
 ∂a3

∂x3

┌

└

┐

┘
例B.3 速度分解定理 设流体中的速度场为V=V（r，t），在时刻t，在场中点

M（r）处任取一流体微团，微团上与点 M 邻近的一点M′（r+dr）的速度记为V′=
V（r+dr，t），试将速度V′进行分解。

解：时刻点M′处的速度分量为

u′i=ui（r+dr，t）=ui（xj+dxj，t）
将上式右端进行泰勒级数展开，略去高阶项，得

u′i=ui（xj，t）+∂
ui

∂xj
dxj （1）

将导数张量∂ui/∂xj分为对称张量sij与反对称张量aij之和，而∂ui/∂xj =sij+aij，其

中sij =1
2
∂ui

∂xj
+∂uj

∂xi
（ ）是形变率张量的分量，而aij =1

2
∂ui

∂xj
-∂uj

∂xi
（ ）所对应的伪矢量

是ω= 1
2rotV，由此得

u′i=ui（xi，t）+sijdxj+aijdxj （2）
其中aijdxj =-εijkωkdxj = （ω×dr）i，所以

u′i=ui（xi，t）+sijdxj+（ω×dr）j
即 V′=V（r，t）+s·dr+ω×dr （3）
上式表明，流体微团上与点M邻近的一点M′的速度，可分解为随M点的平移速度与
相对M 点的形变速度及绕M 点的旋转速度三者之和。

B3 各向同性张量

定义 各向同性张量 如果一个张量的各分量，在坐标系的正交变换下保持不
变，则称此张量为各向同性张量。

连续介质场中某些描述介质特性的物理量具有张量特征，当介质对其中进行的
物理过程呈现各向同性时，具有这些特性的张量就是各向同性张量。

显然，零阶张量（标量）和任意阶零张量是各向同性张量，非零的一阶张量（矢
量）不可能是各向同性张量。因为如果矢量ai 是各向同性张量，则在坐标变换-xi =
αijxj下，有
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-ai =αijaj =ai =δijaj

即 （αij -δij）aj =0
但αij ≠δij，只有ai =0，即只有零矢量才是各向同性的。

容易看出，δij 是二阶各向同性张量，而δijδkl，δikδjl+δilδjk 和δikδjl-δilδjk 都是四

阶各向同性张量，在本征变换下，排列记号εijk是三阶各向同性张量。下面的定理说明
了任意二阶至四阶各向同性张量的表达形式。

定理1 二阶各向同性张量 任何二阶各向同性张量aij 都可表示为

aij =λδij （B.25）
其中λ是标量。

定理2 三阶各向同性张量 任何三阶各向同性张量aijk都可表示为

aijk =λεijk （B.26）
其中λ是标量。

定理3 四阶各向同性张量 任何四阶各向同性张量aijkl都可表示为

aijkl =λδijδkl+μ（δikδjl+δilδjk）+ν（δikδjl-δilδjk） （B.27）
其中λ，μ，ν是标量。

以上定理的证明从略。

B4 张量微分运算

（1）张量对标量参数导数

如果张量a=aij的各分量是标量参数t的函数，则称该张量是t的函数，记为

a（t）=aij（t）。如果对于参数t的任一增量Δt，有张量a的增量Δa=a（t+Δt）-a（t），

当Δt→0时，比值Δa
Δt
的极限存在，则称此极限为张量a对标量参数t的导数，记作

da/dt，即

da
dt=lim

Δt→0

a（t+Δt）-a（t）
Δt

（B.28）

显然，张量a对标量参数t的导数，是一个与张量a同阶的张量，并可用各分量对该
参数的导数表示，即

da
dt=aij（t） （B.29）

（2）张量场对空间坐标偏导数
将标量场φ（r，t）=φ（xi，t）对空间坐标的偏导数∂φ/∂xi定义为矢量，也称为该标

量场φ的梯度，记作
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Δφ=i1
∂φ
∂x1

+i2
∂φ
∂x2

+i3
∂φ
∂x3

= ∂φ∂xi

它描述该标量场的分布状态，而将矢量场a（r，t）=aj（xi，t）对空间坐标的偏导数

∂aj/∂xi定义为二阶张量，也称为该矢量场的梯度，记作

Δ

a=∂aj

∂xi
=

∂a1

∂x1

∂a1

∂x2

∂a1

∂x3

∂a2

∂x1

∂a2

∂x2

∂a2

∂x3

∂a3

∂x1

∂a3

∂x2

∂a3

∂x3

┌

└

┐

┘

=i1
∂a
∂x1

+i2
∂a
∂x2

+i3
∂a
∂x3

（B.30）

它描述该矢量场的分布状态，可以看出，梯度张量

Δ

a与导数张量da/dr的矩阵表示
互为转置。

一般地，一个r阶张量场a=ai1i2…ir
对空间坐标的偏导数∂ai1i2…ir

/∂xi，定义一个

r+1阶张量，称为该张量场的梯度，记作

Δ

a=
∂ai1i2…ir

∂xi
（B.31）

它描述该张量场的分布状态。例如，二阶张量场a=ajk的梯度是一个三阶张量，记作
Δ

a=∂ajk

∂xi

  （3）张量场散度及其积分关系式
矢量场a=i1a1+i2a2+i3a3 的梯度张量

Δ

a=∂aj/∂xi 的缩并，就是矢量微分算
符

Δ

与矢量a的内积，称为矢量场a的散度，记作

diva=

Δ

·a=∂ai

∂xi
=∂a1

∂x1
+∂a2

∂x2
+∂a3

∂x3
（B.32）

它是一个标量。类似地，二阶张量场a=i1a1+i2a2+i3a3=ajk的梯度

Δ

a=∂ajk/∂xi

对指标i，j的缩并，就是算符

Δ

与张量a的内积，称为张量场a的散度，记作

diva=

Δ

·a=∂aik

∂xi

=i1
∂a11

∂x1
+∂a21

∂x2
+∂a31

∂x3
（ ）+i2

∂a12

∂x1
+∂a22

∂x2
+∂a32

∂x3
（ ）+i3

∂a13

∂x1
+∂a23

∂x2
+∂a33

∂x3
（ ）

=∂a1

∂x1
+∂a2

∂x2
+∂a3

∂x3
（B.33）

它是一个矢量。
一般地，一个r阶张量场a=ai1i2…ir

的散度，是一个r-1阶张量，记作

diva=

Δ

·a=
∂ai1i2…ir

∂xi1

（B.34）
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关于矢量场的散度

Δ

·a，有积分关系式：

∫τ

Δ

·adτ=∮σ
n·adσ

对于张量场的散度

Δ

·a，也有类似的积分关系式：

∫τ

Δ

·adτ=∮σ
n·adσ （B.35）

因为对任意r阶张量场a的分量ai1i2…ir
，利用高斯公式（B.19），有

∫τ

∂ai1i2…ir

∂xi1

dτ=∮σ
ni1ai1i2…irdσ

例B.4 设a为矢量场，求对称张量s=sij=
1
2
∂ai

∂xj
+∂aj

∂xi
（ ）[ ]=1

2
da
dr+

Δ

a（ ）的
散度。

解：因为 da
dr=∂ai

∂xj
，

Δ

a=∂aj

∂xi
，则

Δ

·da
dr= ∂2ai

∂xi∂xj
= ∂
∂xj

∂ai

∂xi
（ ）= ∂

∂xj
（

Δ

·a）=

Δ

（

Δ

·a）

而
Δ

·（
Δ

a）= ∂2aj

∂xi∂xj
=

Δ
2aj =

Δ
2a

于是 

Δ

·s= 1
2

Δ

·da
dr+1

2

Δ

·（

Δ

a）= 1
2

Δ

（

Δ

·a）+1
2

Δ

2a
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附录C 正交曲线坐标系

在流体力学的某些问题中，采用正交曲线坐标系要比采用直角坐标系更简便。
现在就来介绍正交曲线坐标系的一些知识和有关表达式。

C1 正交曲线坐标系概念

（1）曲线坐标系的概念
设xyz为一正交笛卡儿坐标系，对于三个单值函数

qi =qi（x，y，z）（i=1，2，3） （C.1）
当雅可比（Jacobi）行列式

J=∂
（q1，q2，q3）
∂（x，y，z） ≠0

时，就能建立两个有序数集{x，y，z}和{q1，q2，q3}之间的一对一的变换关系，三维空
间的一点既可用数组{x，y，z}来表示，也可用数组{q1，q2，q3}来表示。前者称为该点
的正交笛卡儿坐标或直角坐标，后者称为该点的曲线坐标。由方程

qi = （x，y，z）= 常数  （i=1，2，3） （C.2）
所决定的三个空间曲面族，称为曲线坐标系的坐标曲面族，两个不同族坐标曲面的交
线称为坐标曲线。沿坐标曲线，只有某一曲线坐标发生变化，而其他两个坐标不变。

图C.1 曲线坐标系

例如，在由坐标曲面q2（x，y，z）= 常数和

q3（x，y，z）=常数相交而成的坐标曲线上，
只有q1 变化而q2，q3 保持常数，因此，称此
曲线为q1坐标曲线。类似地，可得q2坐标曲

线和q3坐标曲线，如图C.1所示。过空间任
一点都可引三条不同的坐标曲线，若三族
坐标曲线处处正交，则称曲线坐标系为正
交曲线坐标系，柱坐标系和球坐标系是最
常见的正交曲线坐标系。

（2）沿坐标曲线弧长的微分
在正交笛卡儿坐标系中，沿空间曲线

弧长的微分是



ds=± （dx）2+（dy）2+（dz）㊣
2

沿qi坐标曲线，只有qi变化而其他两个坐标保持不变，从而有

dx=∂x∂qi
dqi， dy=∂y∂qi

dqi， dz=∂z∂qi
dqi

因为，沿qi坐标曲线弧长的微分为

dsi = ∂x
∂qi
（ ）2+ ∂y

∂qi
（ ）2+ ∂z

∂qi
（ ）㊣

2

dqi =hidqi （i=1，2，3） （C.3）

其中   hi = ∂x
∂qi
（ ）2+ ∂y

∂qi
（ ）2+ ∂z

∂qi
（ ）㊣

2

 （i=1，2，3） （C.4）

称为拉梅系数，一般它们是曲线坐标{q1，q2，q3}的函数。式（C.3）中只取正号是因为
这里规定坐标曲线弧长增大的方向与坐标增大的方向一致。

有了沿坐标曲线弧长的微分公式，不难写出正交曲线坐标系中体积元的表达
式，即

dτ=ds1ds2ds3 =h1h2h3dq1dq2dq3 （C.5）

例C.1 试求柱坐标系和球坐标系中的拉梅系数，沿坐标曲线弧长的微分和体
积元表达式。

图C.2 柱坐标系            图C.3 球坐标系

解：① 如图C.2所示，正交笛卡儿坐标系xyz与柱坐标系Rφz的变换关系为

x=Rcosφ， y=Rsinφ， z=z
利用式（C.4），得柱坐标系中的拉梅系数为

hR =1， hφ =R， hz =1
从而得沿各坐标曲线弧长的微分是

172附录C 正交曲线坐标系



dsR =dR， dsφ =Rdφ， dsz =dz
体积元表达式为

dτ=RdRdφdz
② 如图C.3所示，正交笛卡儿坐标系xyz与球坐标系rθφ的变换关系为

x=rsinθcosφ， y=rsinθsinφ， z=rcosθ
利用式（C.4），得拉梅系数为

hr =1， hθ =r， hφ =rsinθ
从而得沿各坐标曲线弧长的微分是

dsr =dr， dsθ =rdθ， dsφ =rsinθdφ
体积元表达式为

dτ=r2sinθdrdθdφ
  （3）正交曲线坐标系中单位基矢量及其偏导数

在正交笛卡儿坐标系x1x2x3 中，空间任一点M 的位置矢径可表示为

r=x1i1+x1i2+x3i3

其单位基矢量为

ii = ∂r∂xi
 （i=1，2，3）

但是在正交曲线坐标系q1q2q3中，由于坐标q1，q2，q3不全具有长度量纲，尽管∂r/∂qi

沿坐标曲线qi的切线方向并指向坐标qi增加的一侧，但它的长度未必等于单位1，显
然，只有

ei =∂r∂si
= 1

hi

∂r
∂qi
 （i=1，2，3） （C.6）

才是单位基矢量。由坐标系的正交性，有

ei·ej =0 （i≠j） （C.7）
正交曲线坐标系中的单位基矢量与正交笛卡儿坐标系中的单位基矢量的重要区别在

于，前者是局地基矢量，它们的方向随空间点的不同而不同，一般它们是曲线坐标

q1，q2，q3 的函数。下面讨论正交曲线坐标系中的单位基矢量对坐标的偏导数。

由∂
∂qj

∂r
∂qi
（ ）= ∂

∂qi

∂r
∂qj
（ ），利用式（C.6），有

∂
∂qj

（hiei）= ∂
∂qi

（hjej）

即 hi
∂ei

∂qj
+ei

∂hi

∂qj
=hj

∂ej

∂qi
+ej

∂hj

∂qi

注意，ei，ej是单位矢量，当i≠j时，∂ei/∂qj平行于ej，而ei，ej是相互独立的，因
此，上式两同方向的量对应相等，故有
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∂ei

∂qj
= 1

hi

∂hj

∂qi
ej （i≠j） （C.8）

又当i，j，k是1，2，3的轮换排列时，有

ei =ej×ek

因而

∂ei

∂qi
=∂ej

∂qi
×ek+ej×∂ek

∂qi

由式（C.8）代入上式，得

∂ei

∂qi
= 1

hj

∂hi

∂qj
（ei×ek）+1

hk

∂hi

∂qk
（ej×ei）

即

∂ei

∂qi
=-1

hj

∂hi

∂qj
ej-1

hk

∂hi

∂qk
ek （i，j，k是1，2，3的轮换） （C.9）

C2 正交曲线坐标系中梯度、散度、旋度和拉普拉斯量

（1）正交曲线坐标系中梯度和矢量微分算符
标量场φ的梯度

Δ
φ在某一方向的投影，即梯度与该方向单位矢量的点积，等于

标量场φ沿该方向的方向导数。因此，梯度与曲线坐标系中任一单位基矢量的点积，
等于标量场φ沿该坐标曲线的方向导数，即

ei·

Δ

φ=∂φ∂si
= 1

hi

∂φ
∂qi
 （i=1，2，3）

于是，正交曲线坐标系中，标量场φ的梯度表示为

Δ

φ= 1
h1

∂φ
∂q1

e1+1
h2

∂φ
∂q2

e2+1
h3

∂φ
∂q3

e3 （C.10）

且矢量微分算符

Δ

表示为

Δ

=e1

h1

∂
∂q1

+e2

h2

∂
∂q2

+e3

h3

∂
∂q3

（C.11）

（2）正交曲线坐标系中的散度和拉普拉斯量
在正交曲线坐标系中，矢量场a表示为

a=a1e1+a2e2+a3e3

把矢量微分算符

Δ

看作一个矢量，并利用单位基矢量的正交性和偏导数公式，容易求
得矢量场a的散度，即

Δ

·a= 1
h1h2h3

∂
∂q1

（h2h3a1）+ ∂
∂q2

（h1h3a2）+ ∂
∂q3

（h1h2a3）[ ] （C.12）

如果令a=

Δ

φ，利用式（C.10），容易求得标量场的拉普拉斯量的表达式，即
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Δ

2φ= 1
h1h2h3

∂
∂q1

h2h3

h1

∂φ
∂q1

（ ）+ ∂
∂q2

h1h3

h2

∂φ
∂q2

（ ）+ ∂
∂q3

h1h2

h3

∂φ
∂q3

（ ）[ ] （C.13）

（3）正交曲线坐标系中旋度
利用单位基矢量的正交性和偏导数公式，可得正交曲线坐标系中的旋度为

Δ

×a= e1

h1

∂
∂q1

+e2

h2

∂
∂q2

+e3

h3

∂
∂q3

（ ）×（a1e1+a2e2+a3e3）

       = 1
h2h3

∂
∂q2

（h3a3）- ∂
∂q3

（h2a2）[ ]e1

+ 1
h1h3

∂
∂q3

（h1a1）- ∂
∂q1

（h3a3）[ ]e2

+ 1
h1h2

∂
∂q1

（h2a2）- ∂
∂q2

（h1a1）[ ]e3

或写成

Δ

×a= 1
h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3

∂
∂q1
 ∂
∂q2
 ∂
∂q3

h1a1 h2a2 h3a3

┌

└

┐

┘

（C.14）

正交曲线坐标系中矢量的拉普拉斯量

Δ

2a可根据矢量微分运算公式，即
Δ

2a=

Δ Δ

·a（ ）-

Δ

×

Δ

×a（ ）
利用前面得出的散度、梯度和旋度公式求得。

C3 正交曲线坐标系中物理量表达式

（1）速度和加速度
由于曲线坐标不全具有长度的量纲，正交曲线坐标系中速度的物理分量，即速度

矢量在各单位基矢量方向的投影，不一定是dqi/dt（i=1，2，3），而应是沿各坐标曲线
的弧长对时刻t的导数，即

vi =dsi

dt =hi
dqi

dt 
（i=1，2，3） （C.15）

利用加速度公式

a=da
dt=∂V∂t+（V·

Δ

）V

注意，单位基矢量ei（i=1，2，3）只与空间位置有关，速度的局地导数可表示为

∂V
∂t=∂v1

∂t
e1+∂v2

∂t
e2+∂v3

∂t
e3

而速度的迁移导数是

472 流体力学基础与应用



（V·

Δ

）V = （V·

Δ

）∑
3

i=1
viei =∑

3

i=3

[（V·

Δ

）vi]ei+∑
3

i=1
vi[（V·

Δ

）ei]

其中（V·

Δ

）ei =∑
3

l=1

vl

hl

∂ei

∂ql
，将单位基矢量的偏导数公式代入，经整理后得

（V·

Δ

）V =∑
3

i=1
ei ∑

3

l=1

vl

hl

∂vi

∂ql
+ vi

∂hi

∂qj
-vj

∂hj

∂qi
（ ）vj

hihj
+ vi

∂hi

∂qk
-vk

hk

∂qi
（ ）vk

hihk
[ ]

其中当i值取定后，i，j，k是1，2，3的轮换排列。最后得正交曲线坐标系中的加速度分
量表达式为

 ai =∂vi

∂t+∑
3

l=1

vl

hl

∂vi

∂ql
+ vi

∂hi

∂qj
-vj

∂hj

∂qi
（ ）vi

hihj
+ vi

∂hi

∂qk
-vk

∂hk

∂qi
（ ）vk

hihk
（C.16）

（2）形变率
为求某点（q1，q2，q3）处的形变率，先在该点建立局地正交笛卡儿坐标系x′1x′2x′3，

使三根x′i轴分别与qi曲线相切，则该点处的形变率在x′1x′2x′3坐标系中表示为

Sij = 1
2
∂u′i
∂x′j

+∂u′j∂x′i（ ）
其中u′i，u′j是速度的局地笛卡儿分量，也可以认为是正交曲线坐标系中速度的物理分
量。用e′i表示局地笛卡儿坐标系中的基矢量，有

∂u′i
∂x′j

= （e′j·

Δ

）（e′i·

Δ

）， ∂u′j∂x′i = （e′i·

Δ

）（e′j·

Δ

）

由于e′i为常矢量，有
（e′j·

Δ

）（e′i·

Δ

）=e′i·[（e′j·

Δ

）V]
代入Sij 的表达式，并将微分算符外的e′i用ei代换，得

Sij = 1
2

{ei·[（ej·

Δ

）V]+ej·[（ei·

Δ

）V]}

代入V在曲线坐标系中的表达式，并利用偏导数公式，经计算并整理，得

Sij = hj

2hi

∂
∂qi

vj

hj
（ ）+ hi

2hj

∂
∂qj

vi

hi
（ ） （i≠j） （C.17）

和 Sij = 1
hi

∂vi

∂qi
+ vj

hihj

∂hi

∂qj
+ vk

hihk

∂hi

∂qk
（C.18）

式（C.18）中，i，j，k是1，2，3的轮换排列。
利用广义牛顿应力公式，容易求得应力在正交曲线坐标系中的表达式。

C4 柱坐标系和球坐标系中物理量表达式

现将上面的一般结果应用于柱坐标系和球坐标系，把本书中涉及的有关表达式
以列表的形式给出，如表C.1所示。
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C.1 柱坐标系和球坐标系中的相关表达式

柱坐标系 球坐标系

坐标 R，φ，z r，θ，φ

与直角坐

标系关系
x=Rcosφ，y=Rsinφ，z=z x=rsinθcosφ，y=rsinθsinφ，z=rcosθ

拉梅系数 hr =1，hφ =R，hz =1 hr =1，hθ =r，hφ =rsinθ

矢量微

分算符

Δ

=eR
∂
∂R+eφ

1
R
∂
∂φ

+ez
∂
∂z

Δ

=er
∂
∂r+eθ

1
r
∂
∂θ+eφ

1
rsinθ

∂
∂φ

标量场

的梯度

Δ

φ=eR
∂φ
∂R+eφ

1
R
∂φ
∂φ

+ez
∂φ
∂z

Δ

φ=er
∂φ
∂r+eθ

1
r
∂φ
∂θ+eφ

1
rsinθ

∂φ
∂φ

矢量场

的散度

Δ

·a=∂aR

∂R +aR

R + 1
R
∂φ
∂φ

+∂az

∂z

Δ

·a=∂ar

∂r+2ar

r + 1
r
∂aθ

∂θ+cotθ
raθ

+ 1
rsinθ

∂aφ
∂φ

标量场拉

普拉斯量

Δ
2φ= 1

R
∂
∂R

R∂φ
∂R（ ）+ 1

R2
∂2φ
∂φ2

+∂
2φ
∂z2

Δ
2φ= 1

r2
∂
∂r

r2∂φ
∂r（ ）+ 1

r2sinθ
∂
∂θ

sinθ∂φ∂θ（ ）
+ 1
r2sin2θ

∂2φ
∂φ2

矢量场

的旋度

Δ

×a=eR
1
R
∂az

∂φ
-∂aφ
∂z（ ）

+eφ
∂aR

∂z -∂az

∂R（ ）
+ez

1
R
∂（Raφ）
∂R - 1

R
∂aR

∂φ[ ]

Δ

×a=er
1

rsinθ
∂ aφsinθ（ ）

∂θ - 1
rsinθ

∂aθ

∂φ[ ]
+eθ

1
rsinθ

∂ar

∂φ
- 1

r
∂（raφ）
∂r[ ]

+eφ
1
r
∂（raθ）
∂r - 1

r
∂ar

∂θ[ ]

形变率

SRR =∂vR

∂R
，Sφφ = 1

R
∂vφ
∂φ

+vR

R
，Szz =∂vz

∂z

SRφ =SφR =

1
R
∂vR

∂φ
+R ∂

∂R
vφ
R（ ）[ ]

2

Sφz =Szφ =

∂vφ
∂z + 1

R
∂vz

∂φ（ ）
2

SzR =SRz =

∂vz

∂R +∂vR

∂z（ ）
2

Srr =∂vr

∂r
，Sθθ = 1

r
∂vθ

∂θ+vr

r
，

Sφφ = 1
rsinθ

∂vφ
∂φ

+vr

r +vθ

rcotθ

Srθ =Sθr =

1
r
∂vr

∂θ +∂vθ

∂r-vθ

r（ ）
2

Sθφ =Sφθ =

1
rsinθ

∂vθ

∂φ
+ 1

r
∂vφ
∂θ -vφ

rcotθ（ ）
2

Sφr =Srφ =

∂vφ
∂r + 1

rsinθ
∂vr

∂φ
-vφ

r（ ）
2
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